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L'Algebra & un inetodo analitico} ma se tutte la 
lingae sono esse pare metodi analitici» dunque 

ella non è che una lingua L' Algebra è 

ulna prova maravigliosa che i progressi delle 
(Scienze dipendono soltanto da* quelli deUe Unguei 
e che le soie liogoe ben formate potrebbero coor 
dorre V analisi a quel grado di semplicità » e di 
predsioiie, di cui è suscettibile* 
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PRINCIPI DI ARITMETICA , E DI ALGEBRA 

PARTE PRIMA 
Algoritnio delle quantità Nomeriche 3 e Letterali 



GAP. T. 



Algoritmo Sei Numeri mttert 



i.L. 



Aritmetica è la scieoKa del calcolo dei 
Mumeri . Sotto il nome generico di calcolo si iiv- 
tendono tntte quelle operazioni, che danno resulr 
tamenti certi delle diverse modificazioni dei nume- 
ri. Avanti di esaminare le modificazioni, checom* 
petono ai numeri tk d'uopo vedere il sistema della 
liumeràzìone , e quello dei caratteri dai quali vien 
rappresentata 

2. U sistema della numeraaiona universalmente ri- 
eevuto consiste nel rappresentare le unità da u/10 
fino a nope ; con le cifre 

1,353,4,54657^8,95^ 
Dipoi allorché il numero è giunto al dieci ^ inco* 
mìncia un altra simile classe di numerazione per 
iiccin»^ che si esprimono colla cifra o (che dicéii 
nero^ e per se nulla conta ) unita alle stesse cifre, 
cioè ; lo , 20 9 3o 3 4^ 5 5o , 60 , 70 j» 80 , 90 
Quindi siegue altra simile classe di ceruinaja^ cioè 
diecine di diecine^ espresse in^ tal modo; lOO^ 
SCO , 3oo ^ 400 , 5oo , 600 ^ 70C , 800 , 900 , 
Allorché sviiro a dieci centiìMU n {àtjrka un altra 
classe di unità detta migliaio , ed espressa eon le 
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«olite cifre unite a tre zeri: quindi' vengono le rffe- 
^ne di migliaio , le centinaia di migliaia accrescen* 
dovi sempre progressivamente un zero . Dieci- cen- 
tinaia di migliaia formano l'unità deUu miliotie ; e 
quindi nella progressione in addici ro prescritta «Jce- 
ei centinaia di migliaia di milioni formano il bilio- 
ne: dipoi con egual progressione formasi il trillo^ 
ne 3 il quadrilione ec in infinito • 

3. Si è convenuto che le cifre i j 2 ^ 3 9 • • • • 9 
comunque combinate esprimano un numero compO' 
sto colio stesso ordine spiegato precedentemente per 
lo zero • In conseguenza nei numeri comporti di più 
cifre , la prima cifra a destra esprimerà lo unità , 
la seconda /e éfteci/ie, la terza le centinaia., la quarta 
/e migliaia , e coei di seguito . Che se fra ifuoìite 
cifre si incontra il aero , ciò significa che nel po- 
tfto dove egli è manca quella classe di numeri» a cui 
fijietta quel posto medesimo. Per esempio loa si- 
gnifica due unità , nessuna diecina ^ ed un centinaio^ 
onde questo numero si leggerà centodue . Parimen- 
te 50046 significa sei unità, quattro diecine , nes^ 
sun centinaio , nessun migliaio , cinque diecine, di 
migliaia. Adunque il numero ^0046 si leggo cinr 
quantamila quarantasei • 

4. Inteso ijuesto sistema di numerazione resterà 
facilo leggere un numero composto conmnque di più 
cifre. Si dividano le cifre del numero dato a tre 
per tre con virgola come nell' esempio annesso , in- 
comiaciando a destra , e progredendo verso sim- 
«tra . 
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5 5 71 8 3 3oo 5 574f ^35 ^ 4% j ^^3 

Sulla settima cifra 5 che esprime unità di milione 
si faccia un punto ; quindi sulla settima susseguen- 
te si segnino due punti 9 che denoteranno l[ unità 
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S bilione • ' Sulla settima susseguente al bilione si scb 
giiino tre punti , che denoteranno il trilione , e così 
j>rogresfiivamenre . Fremesse tutte queste notazioni 
non MI sarà difficoltà per leggere il numero propo- 
sto 5 e cpello dell* annesso esempio si leggera : cirt' 
que trilioni settecento diciottomila trecento bilioni, 
cinffuecento settantaquattromila irentacinque ml^ 
iioni y qtuutrocento sessantanoi^emila ceùtotre unità • 
Seguendo queste medesinie riflessioni sul sistema 
della numerazione si imparerà a scrivere per mezzo 
delle cifre 132,3 ec. un numero qualunque dato 
in comuni parole. 

5. Le modificazioni competenti ai numeri sono sei : 

Prima . Ridurre più nnmeri sciolti in un solo nu- 
mero complesso , conforme i numeri 185497 ^^ P^*" 
«ono riur>ire nel solo numero 29 . Questa operazio- 
ne diccsi Somma. 

Seconda • JJa un numero maggiore togliere un 
minore , o sivvero trovare la differenza fra due nu- 
lììeri dati. Così togliendo dal io il 7 si ha il re- 
siduo 3 ; il che toma lo stesso dicendo : la diflTo- 
rcnza tra il io, ed il 7 è il 3 . Questa operazio- 
ae diccsi Sottrazione . 

Terza. Si pnò aggiungere più volte un numero 
ai so medesimo. Questa somma reiterata dello stes- 
so numero forma ciucila Operazione , che dicesi 
Moltiplica. Cosi Moltiplicare il 7 per 3 significa 
gommare tre volte il numero 7 per averne il re- 
9uitament0 21. 

Quarta Si può da un dato numero sottrarre più 
volte uno stesso ncmero, onde sapere quante vol- 
te il secondo h contenuto nel primo numero* Co- 
sì osservando che il 4 può sottrarsi cinque vol- 
te dai 20 si argonìcnta che il 4 ^i contiene cin- 
*\vk9 volte nel 20* I/Operaaione^ ohe insegna a tro- 
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^aie quanto Toltc un numero può aottrarsi da Htt 
altro t o sivvero quante volte un numero Bt eonti^ 
ne in un altro, clioesi DMsione. 

Quinta. Si può moltiplicare più volte un numero per 
ie roedefiimo: come sarebbe moltiplicandoli 3 per 
8 , fi avrebbe 9 ; dipoi il 9 per 3, e i^avrebbe 
a7; quindi 27 per 3 e ai avrebbe 81 » e così di 
aeguito. Queata Operazione dicesi Eleuazione a pò» 
ienza. Ogni numero è potenza prima di aè ; i I 
primo prodotto della moltiplica dinin numero in ao 
atepso , come aarebbe 9 rispetto al 3 , diceai paen^ 
za seconda* Il 27 è potenza tersa del 3 ; il nume* 
ro 81 ne è la quarta, e coax progressivamente. 

Sesta. Si può infine investigare qual sia quel numero 
che moltiplicato un certo numero di volte in tm 
ate&so produca un dato numero* Per esempio dato 
il numero 144 trovare il numero 12, che lo pro- 
duce moltiplicandosi una volta in se stesso : dato il 
numero 729, trovare il nnnero 9 che lo produca 
ae si moltiplica due volte in se stesso. Questo inve»- 
tigamento dicesi Estrazione di radice , la quale , co- 
me apparùce , è T Operazione inversa della JHeifO» 
zione a potenza. Nella Estrazione di radice ae il nu- 
mero da trovarsi forma con una sola moltiplica in 
aè il numero dato , quello dicesi radice seconda , ov- 
vero 4/uadra di questo. Così il 9 é radice seconda 
( o quadra ) dell' 8 1 . Se il numero da trovarsi ha 
da formare con due moltiplicazioni in se il dato nn- 
mero , quello dicesi radice terza , ed anche cuba di 
questo. Similmente £e il numero da^trovarai dee for- 
niare con tre , quattro , cinque ec. moltipliche in ao 
atesso un dato numero , il primo dicesi radice quar^ 
ta, quinta^ sesta ec. del dato numero* 

6« L* Aritmetica comprende ordinariamente le 
prime quattro delle enunciate Operazioni; cioè la 
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Spmma ] \a Sottrazione , la Moltiplica la UhisiorA 
Ijo altra dae rimanenti ^ cioè la Elei/azione a poten^ 
za, h V Estrazione di radice , comeciiè le possano 
appartenere, aìccome peda loro dimostraKÌone 1' 
Aritmetica non ha metodo facile, ed esatto, con 
ci riserbiamo a trattarle dopo alcuni prinoip) dejl' 
Algebra. 

7' Por annnniiare le operazioni che sì vogliono 
fare nei numeri, e generalmente in ogni sorta di 
quantità, osano i Mattematici alcuni segai, che è 
bene conoscere fino da principio. 

TI segno della somma è >i« , e si pronuneia più 
Il Segno della sottrazione è ^- , e si pronunzia 
meno 

ti segno ssi denota eguaglianza, e si pronunzia 
eguale^ Cosi scrìvendo 7 hh3 =10, viene espres- 
so che il 7 aggiunto al 3 eguaglia il 10. Scrìven- 
do 8 — 2 r:^ 6 significa che sottratto il 3 dall* 8, 
f avanzo , ovvero la differenza è 6. 

Il segno ^ ju usa per annunziare che una quan* 
tità è maggiore, ed ancora minore di un altra. 
Scrivendo per esempio 7 ^ 2 , si legge sette mag- 
giore di due. Al contrario scrivendo 3 <; 8 si leg'* 
;^e tre minore ili otto. Adunque il sdegno >> signi* 
ica maggiore rispetto a quella quantità posta ac« 
canto ai suoi lati ; significa minore rispetto alla quan- 
tità posta accanto alla sua punta. 

Allorché si vuole annunziare la moltiplica di due 
numeri vi si frappone il segno Jf, ovvero un pun- 
to. Scrivendo 7^5 2 35, .ó 4 = ^^ «i legge il pri- 
mo scritto sette via cinque eguale a trentacinque, ed 
il secondo si legge tre via quattro eguale a dodici. 
Se perù più numeri debbono moltiplicare altrìi più 
numeri , in questo caso la moltiplica si annuiwf^ri- 
vendo i primi fra due parentesi j «d ^ secondi pare 



li(i du« l'ar^ut^i. Perciò (7-+- 5) (8-»-lì-f-4) »l- 
gsifica ciie il 7 unifo al 5 depe moltiplicare la som^ 
fna dei nzjìf ieri 8, il , 4. K parimente» 1 8 (17-H21) 
$ì^iiif\iiiCM il iSdei^e moltiplicare la somma 17-^-21 • 
Volendo asnunziui'e la divisioae del 21 per 3 u 
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icrive ^ , e 8Ì pronunzia vemuno diviso per tre i 
3 

Si scrive Rncora 3 : 21 , ma in questo modo si pro- 
li unziu ; tre sta in i^entuno . 

La iievaziotw a potenza si esprimerebbe natami -► 
ji;ente ed se^uo stesso della moltiplica . In tal guisa 
icrivendo 7X7X7^343, oppure scrivendo 3.3.3.3.3 • 
« 243 , si annuneierebbe nel primo cn.?o che 343 
è la terza potenza del 7, e nel secondo caso che 
il 243 è la tfuinta potenza del 3. Ma f^^*^^*^^-*^^ ^^ 
usa prendere il numero» che esprime la potenza a 
eoi si vuole elevare un dato numero , e quello si 
pone sulla destra di questo un poco in alto. Cosi 

3 
invece di scriverò 7XTX7 ^ scrive 7^ e si pro- 
nunzia sette alla terza potenza , ovvero seroplicemenio 
^ette alla terza. Simibuente invece di scrivere 3 3. 

3* 3. 3: siscrive 3^e si pronunzia tre alla quintaHn con- 
io 4 ^ 
seguenza 9,11 , l3 ngnifichex'anno nove alla decl- 
ina , Undici alla quarta , tredici alla sesta potenza. 
Allorché poi div(»rsx numeri congiunti insieme co- 
munque debbono elevarsi ad una qualunque poten- 
za 9 si scrìvono <]uesri numeri fra due parentesi , e 
sulla pàreBtesi a destra si pone il numero dell^ 
potenza, alla qlMÙe si vogliono elevare. Così scri- 
vendo (5-l-7H-4ir9-^i^) viene enuncialo che la 
somma del 5-+»7 e del prodotto 4X9 ^^'^ * ^ *'•*" 
kesi tleyar^ alla settima potenze . * 
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Fiiialmente il Segno |/^aimunzia gcneralment'c la 
astrazione della Radice . Ma ée la radice è seconda 

si scrive l/*^o sempliceTnenfa i/'~^: Se poi^ la 
radice è terza , quarta , quinta ec. allora à, aiinaiw 

zia pcrivoado j/ j/ ^ ec. Cosi scrivendo 1/5J3 

3 4 _ r 

vTs9> y^\6 vitni *' '^"^ espresso che dal 58a 
si vuoiti csirarre la radice secoìhda ; dall' SSg la ter- 
za\ dall'* 8ai6 la quarta ; dal 1076 la radice quinta, 

8 Tutti i descritti segui formano una parto in- 
tegrale della lingua del calcolo; e quésta Ungna ac^ 
(|uista per essi due pregi siiigolarissinii » che non 
sì possono appieno intendere prima di aversene re- 
to fainili/ire T uso. 11 primo pregio apparisce con- 
siderando che fjuesti segni non attengono a parole 
speciali di alcuna lingua parlata^ e perciò costita- 
iscono in se una lingua universale. ]1 secondo pre^ 
gio 5 anclie maggiore , conpiate nel sommo laconisf 
luo, e precisione che questi segni introducono nelle 
csprc?ssioni del Calcolo. E* dimostrato dalla sana Fi- 
losofìa che la nosfra mento percepi8ce le ideo Col- 
in massima chiarezza ^ e le combina in maggior nu- 
mero, quando qualle sono rappresentate col mini- 
mo numero di segni. Adunque la lingua che ha il 
minimo numero eli segni , che esprimono le cose 
colia massima universaiitì»^ è quella che conduce di- 
rettamente le nostre percezioni alla chiarezza . • 
quindi al vero. Tale è la lingua Dlattematica sovra 
quante altre fo ne conosce. 

Dopo questa prejiniinari nozioni incominòlamo a 
trattare partita meo*^e di cia5:cuua Operazione del:' 
Aritmetica «dopraiidcvi vSi uopo i segni qui sopra 
descrìtti. 
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SOMSIA 

9. E* principio evidente che non si possono rin-- 
nire più quantità fra loro, se queste non sieao 
omogenee, cioè della stessa specie. Infatti 18 lire, 
4 libri, 5 penne non possono ridursi in un solo 
numero se non adopriamo il termine generico di 
eosa, e diciamo che formano la somma di 18 >^ 4 
^ ^5s2 27 cose. Nel sistema di numerazione già spie^. 
{;ato ( 2 ) le unità sono fra loro omogenee; così 
£ra loro sono omogenee le diecine, le continaia ec. 
Adunque la prima regola da osservarsi per la som- 
ma di pia numeri composti sarà il porgli V une 
^tto V altro in modo che le ci/re delle unità cor^ 
rispondano in colonna fra loro ; cosi le diecine sie- 
no sotto le diecine , le centinaia sotto le centinaia ec, 
come vedesi nelV annesso esempio. 

Disposte in tal modo le cifre, e tira- 5878354 
ta una Linea al di sotto, si incomince- 1249*^49 
rà la somma da destra , cioè dalle uni- òò^^ol^i 
ià seguendo dipoi verso sinistra* Pertan- 7396719 
to nell^ annesso esempio si dirà; 5 ^^ ^^7 

«fr» 9 Hi. 1 Hhr 9 Ht^ 4 == 35 ; si segnerà sot- l5 

to la linea il 5 unità incolonna colle ' » 

unità, e si porteranno le 3 diecine per 18101693, 
aggiungersi alla fila delle diecine appresso^ dicen* 

do. &*• iHHl>i4iHh4>^4^-^ == ^9> " segne- 
ranno nella loro colonna 9 diecine , e si port-erk un 
tiemtinaio per aggiungersi alla fila delle centinaia^ 
dicendo; 1 >h3 >h7 ^2 t^3 = 16. Si segnerà il 
€ sotto le centinaia ^ e si porterà un migliaio per ag' 
giungersi aUa fila delle migliaia; e così di seguito 
Fra le molte ripro-^e usate per verificare la Som^- 
mia è assai ingegnosa quella detta del nove ^ tanto 



più che ai O0tende a tutte le altre operafeioni aril^ 
metiche. Questa riproi^a^ riguardo alla fiomnia , con- 
aiste Bel togliere il not^e quante volto si può dalle 
f om me parziali delle cifre dei Numeri da sommar* 
«^tenen^o conto in fine deU' avanzo se vi è. 

Dipoi si toglie similmente il 9 quante volte à 
può dalle cifre sommate del numero della Somma 
fatta , e si nota Y avanzo se vi è. Qualora la Som* 
ma sia ben fatta deve ottenersi in questa lo etosso 
avanzo ottenuto in principio 5 ovvero nessuno avan* 
ao se in princìpio ancora T avaasso è stato ^.cero. 
Applicando questa riproifa al passato esempio si di* 
ce ; i^ ^ 5 ss, 9 3 tolgo il 9 resta zero; 8 Hh ^ rr 1 f^ 
tolgo il 9 resta % Dipoi % x^^ >h 2 c:r 1^ ^ tolgo 
il 9 resta # ec ; e cosi proseguendo A troverà T ul* 
timo avanzo ^% ì^ quale scrivo come mostra \jà fi- 
gora qui fatta* 

4(4 

Paiso quindi a togliere similmente il 9 dalle ci- 
fre della somma 181C1695 , e trovo lo stesso avan* 
zo 4 • ^^àe conchiudo die 1' operazione fiittà sta 
lene. La dimostrazione di questa riprova non può 
intendersi prima di avere appreso la Dwisione ; la 
daremo perciò dopo aver trattato di tale Operaai#« 

ne* 

SOTTRAZIONE 

10. Anche in questa Operazione conviene disporr 
re le cifre dei numeri come nella somma, cioè le 
Unità in fila sotto le imita , le diecine sotto le cb e- 
cjne eci e ciò per la ragione, che non può toglier- 
ti una quantità da un adtra se ambine non eieno 
•mogenm* 



X2 Principi 

DÌ8po.Me adunque !e cifre dei numeri 57899^7 
fU i quali dee farsi la sottrazione, come i^gSTf^^ 
nell* annesso esempio, incomincio dalle ■ ' ■■■ ■ 
niiit^, e proseguo verso sìnisfra dicenrlo ; 4287581 
j — 6 == 1 ; il quale av.tn7:o segno sot- ■ " - 

to le unità. (Quindi mi avvedo elio daJe 578Ì937 
3 aiccine non posso f oltrarno 5 , e pnr- === 
ciò in questo , ed in ognialtro caso simile prendo 
una unità dalla cifra appr**Pso , e qui dalle 9 cen- 
tinaia ^ che aggiunta al 3 forma l3, e dico; l3— ^ 
,0 =:= 8 5 e pongo (fuesto avanzo sotto le diecine. 
Così le 9 centinaia tono rimuse 85 onde prose- 
guo ; 8 — 3 == 5 5 e pongo cpiesto avanzo iO fila 
colle centinaia e così opero successivamente fino alf 
ultima cifra a sinistra. 

La ripro9a di questa Operazione si fk sommando 
r avanzo col numero sottratto. Se T Operazione è 
esatta dee ritornare quel primo numero da cui si 
è tolto r altro. E* evidente infatti che se 7 — 6 
=r= 1 sarà viceversa l >t. 6 ==7,0 cosi dicasi di 
ogni altra cifra dei numeri dati nellVsempio presente. 

Qualora nel numero maggiore vi si^o diversi ze- 
ri coma vedesi ncll''xuinesso esempio , il primo zero 
diverrà lo se gii si aggiunta una unità presa da 
tutto il numarOj che fermano gli zeri 56oi5oo# 
consecutivi a sijiistra con la cifra ap- 31571874 
presso. Nel nostro caso, acciò si possa '■ ^ ' ■ 
dire 10 — 4== 6 conviene prendere 2444*^^^^ 

una unita dal 5oo» ciie resterà perciò ■ 

499. Si avverta aduncfue in ogni caso 56oi5noo 
cimile che togliendo un numero di una =rr:-3=r5 
sola cifra da altro cou9|>o&to di più zeri, il priiuo 
zero C4>avii)ne iario io, e gii altri appresso di- 
vengono altrettanti 9 : che inoltre la cifra conà- 
gua alla sinistra degli zeri resta diminuita di una 
unità. Con tale avvcrleiiza si prosegua la sottrazio-* 
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IM al 0olito; ed in questo efiempio si dica 9-^7 

= 239—8=134 — i==3ec. 

il#L« Sottrazione può eseguirsi ancora con air 
tro metodo , che dipende dai considerare che la dif- 
ferenza fra due numerile quel numero , che de# 
aggiungersi al minore acciò divenga il maggiore. 
DebCàsi AduQfjue in questo senso sottrarre il ^899 
dal 9.576. 

Incominci ) al solito dalle unità, e dico ; Dal 9 
per andare al 6 , uou posso essendo 6 <J 9 ^ e per- 
ciò prendo una unità dalla cifra/ contigua 9576 
al 6 , e dico : Dal 9 per andare al 1 6 à^ 99 

manca 7 , che pongo sotto le uniià. Seguito 

dipoi dicendo i Dai '9 per undarp al i6 3677 
( vssendo già il 7 diminuito di uno ) manca f , che 
scriTO ai suo posto» (Quindi dico i dall' 8 per anda- 
re al 14 iTiunca 6, e lo segno al suo posto ; ed 
infme dal 5 par andare ali^ S manca 3 ; nel qual 
residuo termina 1' operas&ione. 

Q"®*^^ metodo è utile per intendere fdtre Ope- 
azioni Aritmetiche, e soprattutto per ben conce- 
pire la sottrazione Algebrica ; perciò non dee tra- 
scurarsi. 

MOLTIPLICA 



la-In questa Operazione il numero da moltipli- 
[ carsi ( cioè da sommarsi più volto dicesi moltipU" 

caiì(3o ; il numero che molfeiplica ( cioè che esprime 
' quante volte dee sommarsi il moltiplicando ) dicesi 
^ moltiplicatore ; il numero resultante dalla moltiplica 
! chiamasi prodotto, 11 moltiplicando, ed il moltiplica'-, 
) iore FI sogliono anclie ctdamare indistintamente i 
I ./attori. 

C me nella somma ^ e nella sottrazione e tlcoes- 

sario sapere a memoria le somme , e le difli^ereoze 
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fra i numeri di una., o di due cifre : cd?1 per e?e* 
gairo U moltiplica Id d' u^po aver pronti nella 
niente i prodotti di due numeri comunque combi- 
nati dair 1 , fino al 9. 

La tavola del^ta Pittagorica , che qui si riporta 
oontiema ev^idento no.ite tutte ({nestc combinazioni 
disposte con ordin*? facilissimo ad impararsi , ed a 
ritenersi in mente. 




'6. 



io> I 16. 



12. 



t 8. \ 16. 
19' I 1»' 



ai. 



20. 



24* 



10. 



lÒi 



12. 



18. 



20. I 24. 



25. I^o. 



40. 



36. 



14. 



21. 



18. 



M 



2. 



ài 



ia 



32. ( 36. 

40* I 4^'" 



48, I 5 4, 



56. I 63. 



48. } 56 { o.|. I j'i. 



36. I 45. \ ^4. I 03. I 72. t ^i' 



Volendo «apere con questa tavola quanto fa 4X7 
si guarda nella prima fila verticale delle wuià al 
numero 4» ^ dipoi si scorre orizzontalmente fino 
alla settima casella indicata ancora dal ]N.° 7 posta 
nella prima fila orizzontale delie unità* Si troverà 
in questa casella settima il numero 28; dunque 
4j^7 == a8. Lo stesso resultamento 28 si trovereb- 
be se si andasse alla quarta casella orizzontale pos- 
ta in faccia al N .® 7 della fila verticalo delio tini- 
cà* Da questo esempio resta manifesto il metodo 
per ticrrare goatunque altro prodotto. 



Sì debba frattanto moltiplicare il nomerò ò^SG 
per 7. Scrivo il Moltiplicatore sotto al Moltiplicane 
do, e dipoi incomiaciaDdo dalie ciiuVà ^ e prò- 6786 
seguendo alle Jiecine , centinaia ec , dico; 7 

7jf 6 = 4^» «egno 2 3 e porto 4. Quindi seguo •*— — 
TySs 56^ 56 -♦-4= 60; segno o, e porto 4^5^2 
6: quindi «oggiungoj 7X7= 49, 49 -♦- 6 = 55; eer 
gno 5,0 porto 5. Infine 7^5 = 35 , 35 >fri 5 = 
^o, che segno totalmente. Dumpe il prodotto 

7jf 5786 =4^5^^' 

Ailorcliè i fattori della moltiplica sono numeri 
composti di più cifre T Operazione è pressoché 
la stessa della precedente. Ciascuna cifra del mol* 
tipUcatore molfcipiica tutte quelle del moltiplicanti 
conforme qui sopra il 7 ha moltiplicato tutte 
le cifre del moltiplicando 6786. Bisogna peralti-o 
avvertire che la seconda cifra del moltiplicqtor^ 
essendo diecina darà il suo prodotto in diecine; 
la terza essendo centinaio lo darà in centinaia, la 
quarta essendo migliaio lo darà in migliaia, e co« 
sì di «egoito. Adunque per sommare convenevot 
mente questi diversi prodotti , onde avere ' il pro- 
dòtto totafei converrà segnare primieramente il pror 
dotto delle unità; dipoi segnare sotto a questo il 
prodotto delle diecine ponendo la prima cifra di 
questo sotto la seconda cifra del precedente; dipoi 
Aegnare il prodotto delle centinaia ponendo la pri* 
ma cifra di questo sotto la terza del primo prodotr- 
io 3 e così successivamente scalare ( come dicesi ) 
una cifra ogni prodotto parziale che si pone. L* 
Bsempio seguente spiegherà a suiHciensa h regote 
prescritta ^ 



/^ 
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moltiplicando 65g6 
moltiplicatore 384 



a6384 •• Prodotto delle uniià 4 

512768.. •. Prodotto delle diecine à 

1 9788 .... Prodottodeilece/uiV/o/a 3 



irtMtf 



2532864.. Prodotto totale 
La riproi^ del 9 ^ £Ì applica felicemente a ques* 
ta operazione con poca diversità da quella osata 
per la somma. Questa riprova consiste. 1.^ Nel to- 
gliere il 9 quante volte si può dilla somma delie 
cifre del molùpticando , e dif>oi dalla somma di qucsl-' 
le dei moUipìicatore notando a parte gli anranxi ( «e 
vi sono ) in ciascheduiia di ({ac3te somme. Goe^i oclT 
esempio superiore togliendo quante volte ai può il g» 
dalla somma delle cifre 659S , T avamo è 8 ; to* 
glìendo aimilmeote il 9 dalia somma delle cifre 384^ 
r avanzo è 6. 

Secondo. Nel moltiplicare fra loro gli ovansi cck 
li ottenuti dai dne fattori , e nel togliere quante vol« 
te si può il 9 dàlie cifre di questo prodottole nota* 
re questo tcr»o avanzo. Coeif ( cowio vedesi 
nell* annessa figura ) avendo posto X uM sotto I* 
altro gli avanti 8 , 6 , il loro prodotto è 4^ » ^^'^ 

segno al di sopra, e togliendo il 9 quanto si 8 { 3 

pnò dalla somma 8 >f« 4 9 1*^(8 Tavimao 3, 6 
che pongo in faccia al primo avanzo 8 . 

Terzo. Nel togliere similmente il 9 quante veìt^ 
si pnò dalle cifre sommate del prodotto totale avuto 
dalla moltiplica..' e se T operazione è esalta quesfi* 
ultimo avanzo dee eguagliare (fucilo precedente che 
• residtato dalle cifre del prodotto dei due primi 
avanzi. Infatti nel nostro esejnpio tolto il 9 dalla 



^mma delle cifre 2^32864 <laantè rolte ai paò ai 
ottiene V avanso ò, come deve essere se la moltn 
plica sta bene. 

La riprova del 9 può ' in alcuni casi fallire » 
Per esempio se traqK>ago le cifre di un prodotto ^ 
se pongo in e^ao il tero in laogo del 9 ; se trala- 
scio le cifre 9, che sono nei prodotti 5 ed in altri 
casi consimili. Questi errori però non possono qua-* 
si commettersi che a bella posta ; onde è che non 
debbo trascurarsi T uso di una rf)7rocMi così spedita • 

l3 Nella prattica della moltiplica occorre spesso 
un fatto , che sembra contradire al principio racco*' 
mandato in addietro ^ cioè : che non A possono cai* 
colare ira loro se non se le quantità omog&iem . 
Quando per esempio si fabbia da calcolare il prenao 
di Braccia 25 di panno a lire 18 il braccio si di- 
ce comunemente che si moltiplicano le braccia 25 
per le lire 1 8 , e sono pure queste quantità di spe^ 
eie affatto diversa . Si rifletta a tal proposito che 
questo modo di esprimere tale operandone è ialso^ 
né è yero già che si moltiplichino le braccia per 
le Kre. Si prende bensì il prezzo di lire 18 venti- 
tinque uoke ; perlochè il molnplicatore 25 non espri- 
me qui la sua qualità di misura del panno ^ ma siv-^- 
rero un numero asiratio 25, che indica quante 
▼olte si deve sommare la sola specie deQ' altra quan- 
tità data di lire i8. Adunque la moUipUca ( o dir 
vogliasi somma reiterata) si f^ di una sola specie 
di quantità sebbene i fattori talvolta oe annunzino 
due specie diverse . Si dee pertanto conchiudere in 
generale che allora quando i fattori simo di specie 
diversa il moltiplicando esprime la specie sua^ e il 
moliiplicatore non esprime alcuna specie particolare 
ma diviene un numero astratto^ che* dà la norma 
di cfuante volte si dee sommare il moltiplicamdo . 

14. Sebbene ottengasi di fatto lo atcìso prodot;- 
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lo moItipUcando un fiutare peil' altro , oppure mol>^ 
tiplicando inversainente il secondo pei primo , non- 
ostante sì affaccia a prima vista una certa dittlcoità 
ael concepire per esempio che il 3529 sommato 
384 volte debba dare lo stesso prodotto del 384 
sommato 3529 volte. 

Per dileguare questa ^^ e simili difficoltà , premet- 
%0i alcuni princip) quasi per se medesimi evidenti • 

Primo • Moltiplicare 1 per un qualuncpie numero 
.(per esempio) 7 è lo stesso che moltiplicare a ro- 
vescio il 7 per 1 . Infatti 1X7 significa sette uni- 
ià prese una volta , o 7X^* significa P vnità presa 
sette {folte '^ i quali resultàmenti sono evidentemen- 
te eguali . . -' 

Secondo. Se i /a^/orj. Ideila moltiplica haimo una 
sola cifra, danno lo stesso prodotto qualunque di 
essi facciasi moltiplicatore . Sieno i fattori 5,9: fac- 
cio il maggiore 9= 5-4-1 H-l-l-iH-l . Adunque 5X9 
•sarà lo stesso che 5 (5-i-1-K'l-|-l-»-1 ) = 23+5-4-5 
.-4-5*4-5^ ed all^mcontro 9X5 sarà lo stesso che 
(5.*-l-f-l-4-^H-l)5=25-*-5-h-5-H5-+-5- Essendo iden^ 
tici (cioè i medesimi ) questi resuitamenti è chiaro 
che 5yjQ ovvero 9X5 debbono dare lo stesso pn^- 
dotto 45= 254-5-4— 5-h5-+-5 

Terzo. I1N.° 100 può eBeere espresso per loXl^= 

10; il 1000 per 10X10X10= 10; ilicooo per io, 

•1 * ^ 

il icoooc per 10 ec. ( 7) . E manifesto ancora che 

257 a < 

10X10 = 10; giacr.Iiè icXlo significa loXlo mol- 
tiplicato per loXloXi 0X1 0X10, il che produce 
evidentemente loXloXloXloXl oXioXic Nel 

modo stesso si conoscerebbe che loXlo = io, ed 
in generale che per moltiplicire lo stesso numero 1 o 
affatto da due qualunque esponenti delle- S7/é poteri- 



«e 5 basta porre per espon/srue sul io la MHnmqi (^i 
questi esponemL 

Prf*ines80 tutto ciò «i potrà agevolmente dimostra* 
re cA^é indìffertnte il prendere per moltiplicatore qtiar' 
lunque dei due fattori nujnerici; e che per esemf^ia 
3329X384 dee dare lo stesso prodotto che 384X3529. 

^ae;sti due fattori , come qualunque altro numero 
composto, potranno sempre essere sciolti nelle mie uni^ 
tà, diecine j centinaia ec. in questa forma* Invece di 

35-29 si può scrivere 3." 1C4- 5- io -H2- IO n*- gj 

invece di 384 P"^ scriversi 3- io 4-8. io -f- 4. 
le due, diverse moltìpliche sì imposteranno adaaqua 
così ; 

Moltiplicando *.» i. 10-h5. IO -V- 2.10 -H 9 
Moltiplicatore •.» 3» io -H*8. io 



Prodotti 

/?«r 3.10.. 9.104-l5.lOH- 6.104-27.16 

4 3 • « 

/ler 8.10 -f-24.10-H4o.lo-+-x6.10-Hf2. 1# 

^r 4 -f- 1 2. lo-i-20. 104-8. 104^36 

Totale ... 9. 104-39.104-58. 1 C4-63.1 04-80. 1 d4-3G 



E ponendo il Moltiplicatóre nel Inogto del A 
tìpUcando, e ^viceversa 9 T operazione procedfrà 



Afo/- 
c#- 
ne segue< 



^MT 3. IO . . « • 9.. 10 4-*24- 10-l->12. 10 

s 4 3 « 

;Mr 5*10 -Hi5*io4-4o« lo^-'So.io 

S a 

|99r a. 10. .•«••#••••'' ••• «4^. 10-^16. lO-^S.l^ 

/^#r 9 , -4-27.10-^2.10^-36 

-._ - ^ 3 

Totale. . • .9. io-4-39.io-4-58.io-h63.io-h8o.io4-36 

La semplice i^ziooe d^l procedo delle dae ope* 
raasiooi dichiara abbastanaa òhe i prodotti totali deb- 
bono essere identici 9 e ricoome questo istesso pro- 
cesso può applicarsi a due qualunf|ue fattori nume» 
rici, l* idmiuità dei prodotti resta così uiuversal* 
mente dimostrata. S^ vogliasi poi ridurre ad un so- 
lo numero composto il prodotto tbtale delle due mol- 
dpliclio fiitte qui sopra » è visibile ciie sarà ; 

9* 10 e 900000 Facendo la moltiplica col 

4 sistema ordinario avremo 

39- ic e 3900CO come segue. 

3 6 

^8. 10 = .. 58ooo 35^9 t j 6 

63i'o=...63oo ^^^ ^1^ 

8c* 10 s.... 800 14116 

36 28232 

Totale I335i36 '^^^^^ 

Totale 135^1 36 

Jl metodo teauto per la precedente dimostrazio- 
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ae è 'OD teue saggio del valore del linguaggio Mai» 
tematico. Nei calcolo aritmetìeo ordinario le diveiv 
ae f pede di quantità 5 cioè le unitÀ^ le dSanbf ec. 
Tengono per natura loro ad nnirsi, e ine8C9larai in 
modo 3 che poca o ninna traccia appariace dei passi 
iCacti dal calcolo medesinio. Ai contrario nel odcolo 
eseguito con i segni Algebrici se ne .vede niÌDnta« 
inente ogni pactso , e se ne può in conseguenza «na^ 
lizsare lo spirito- e conoscerne la verità 3 e T ea« 
tensione. 

DIVISIONE 

i5. In qùeità Operaaione, già definita ( 5 ) j il 
numero che divid»? dicesi divisore ; quello da divider- 
a dìoesi iiiddeitdo^ ed il namero resultante dalla 
divisione dicesi quoto , ovvero quoziente. Se il quo* 
to è composto di più cifre ^ ciascuna sua cifra dic^ 
si quQto parziale ^ perche ( còme vedremo ) ciascuna 
di queste cifre esprime il quoto preso ad ogni pa»* 
IO cieli' Operazione. 

Per escjguiro la divisione i indispensabile il sape- 
re a memoria tutti i quoti pmrzbUi, che nascono 
dalla divìsiofie di un numero di due cifre per altro 
numero di una fola cifra. La tavola fìitti^rica (la) 
comprende tutti questi quoti con ordine iactUssimq» 
ad apprendersi. Volendo per esempio sapere quante 
tolte il 6 sta nel àf si vada alla colonna verticale 
dei numeri l, a^S ee.e si scenda fino al 6; dipoi 
fi scorrà orizzontalmente la fila dei prodotti per 6 1 
Si esamini quale è fra questi jl prossimo minore di 
S7, e ai troverà il 54 minore di Z del if Iq^uìo 
la fila orizzoutale delle unità mostra sopra il 54 il 
9 , e da ciò si comkluderà che il 6 sta %el 5j nova 
folte ^ e avanza 3* 

Si può ancora operare alT opposto . Fresa cioè la 
caselkdelfineUàfilaoiJniifbtalsu^ i«a^3ee, 
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fi «cenda \6rticalnieate fino a trovare il 54'nnnie' 
ro profisimo minore di 5^ , ed in faccia al 54 nella 
£la verticale delle unità n troTerà il 9 ^ come so- 
pra. 

16. Q4]ando il divisore è numero di una sola ci* 
fra, la Diwione dicesi semplice. Questa operazione 
•i imposta scrivendo il tìi^isore alia siuistra dei di* 
ifidenJo , e sotto a questo il €/uotQ> 

D^hbaisi pertanto dividere , per 3. il/ 12235784 • 
Essendo il divisore di una cifra sola , 1 ijuod par- 
ziali non comprenderanno che due cifre ai più del 
dividendo Si dirft adunque; 
U 3 nel 22 sta 7 volte coli' avan- 3 J 2235784 
BO 1. Il tpioto 7 si porrà sótto al 745261.1 

22» e r avaosBO 1 si unirà aliaci- "^ 

fr4 3 1, cUe segue dopo 22 nel dividendo 3 e si dirà; 
l3 = 4 <^oll' avanzo 1 , da unirsi al 5; e posto al 

suo luogo il ipiotQ proseguo s II 3 nel i5 afa 5 vol- 
te senza avanzo ; pongo nel quoto il 5 j e probcgpo ; 
il 3 nel 7 sta due volte coll'avàniM> X da «ifirsi oli' 8 
Segno il quoto 2, e continuo ; il 3 nel 18 sta 6 yolte 
senza mvanso, ed in&ie ili3 nel 4 ^^ ^^"^ volta 
toll* avanzo . 1 

Questo ultimo avanzo i, in cui tampina. la divi- 
sione deve pure dividersi per 3^ e dgfveo^o nata- 
iralmente X avanzo essere minoi:e del * divisore , la 
divisione non può eseguirsi ♦ Perciò si fjccpuna scri- 
vendo^ come si sa (7) in questa forma .^ > X^ ài- 

3 

visioni cosi accennate danno origine ad una speciale 
classe di numeri At^xì frazioni , ovvero Botti, eli 
cui tratteremo in seguito a parte« ' 

17 Quando il Dii^isor^ ha piii cifre la Di^ision^ 
diteti Magjfiorm • in questa non è facile téme um\r- 
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la Divisiaut tempUce il conoscere i quoti parziali^ 
e gli avansi che da loro 8uccessivainente risuItaQo . 
Adonque il metodo più naturale per la Divisione 
fnaggi0re è quello di «egnare a parte tutti i pro- 
dotti del divisore per 1 , per 2 , per 3 ec. fino al 
9, e dipoi operare presso a poc^p come nella DiVf- 
5io;3a smnplice. Sia per esempio da dividersi per 
3928 il 96Ó26626. Preparo primieramente lemol- 
tiplìcbe del Divisore 3928 per i, per 2, per 5 ee, 
scrivendo questi moltiplicatori di facciau.ai respetti- 
vi prodotti^ come qui si vede. 1.. — 3928 

2.— 7856 
3.— 11784 
4.— 16712 
à. — •' 19640 

6 23568 

7 — 27496 
8.— 31424 
9. r^ 35352 
Dipoi scrivo il divisore a sìoistra del dividendo 
come nel passato esempio ^ ma qui si pone il quor, 
<o sotto al Divisore» 

Incomincio dall' esaminare quante <Àtre del divi^ 
dendo possono c«n|«nere tutte quelle del divisore, e 
trovo che le prime quattro 9662 possono contener- 
lo. Segno un punto sovra k cifra 2 , e dico : H 
3928 nel 9652 sta due volte, giacche nella fila 
dei prodotti del 3928:1! prossimo minore al 9662 
è il 7856. Pongo f^erciò il 2 oeme primo quoto 
parziale, ed il prodotto 7866 lo pongo sotto al 
9652. F^tta la sottrassione ottengo U resto 1796 ; 
perlochà argomento ch e 96^2 x 2ooir avanao 1796- 

Accanto a q^iesto avaneo sori^ la cifra 6 suores- 
giva al 2 '«i^l dividendo ,- e guardando tra i prodot- 
ti di 392^^ argomento similmente che il 3928 -nel 
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£17966 non eHti:a più di 4 voitt^t afig^o 4 nel 
gtsoio; sottraggo dal 17966 il prodotto 15712, cioè 
4X3938, od ottengo V avanao 2254» accanto al 
qcMile abbaaao la cifra 5 del dii4dentb auoce«iva al6« 
Proseguo nel modo istea^o V operaiione fino aU^ 
tiltifiia cifra 6 del iUvidend» ^ e ne concludo che il 
2928 fità nel 96526526 un numero di volte 2457^ 
coU* avanao 3782 , che pure debbe estere diviso 
per 3928. Perciò il ^ae/o iotalc di f uesta Divisione 
sarà 24573. 3782 




Dimore 39a8 ] 


965a65a6 piyidanda 
7856 


QlM0 24573, 3782 


17966 


3^2» 


i57ia 


« 


22545 
19640 


« 


<29o5a 
©7496 




15566 


' 


»>r84 



3789 

i8. Con un poco di attenùoiMi ehe A faoda nd 
metodo esposto per la DMséone maggiore si potrà 
conoscem che i i/woU parziali dipendono dal confron- 
to della graodezaa delle cifre del éUviware con qnella 
delle cifre del dii^idendo^ come ancora che la molti- 
plica del ^[uoio parziale pel diviste dimostra la ve* 
rità di qaesto istesso quoto . 

In&tti per investigare ^wnto volte il £7 sta nel 194 



(escluso il iatto delle xncdtipliche di 3/ per 1 3 a, 
2 ec. ) Inasta confrontare la prima cifra 3 del JÌ¥Ì^ 
sore con le prune dne 1 9 del dit^idendo 5 e si vede 
che il éfuoio sarebbe 6 coli' avanzo 1 : ma questo 
avanoo miito al 4 ^^ ^49 ^^ ^^^ contiene 6 volter 
r altra cifra 7 del diuisorei Argomento adunque di 
qui che tutto il divU^n Ò7 non può entrare . 

Divisore ij Dmglendo 194 
Quoto 5 » 9 i85 

6 volte nel 194 , e perciò 3/ 9 

pongo il ifuoio 5* In&tti 5X37 ± i85 numero mino* 
re di 194) àìft sottratto dallo stesso 194 àh^ 
avanzo 9,0 perciò il ^tioio totale d i 194 sarà 5\ 
9. Ecco pertanto im altro metodo 37 
37 di esegoire la dii^tsione senza le previe molti- 
plicbe del dii^isore per 1,2^3 ec« La moltiplica 
dei quoti parziali pel diwort è una riprova tnri^ 
dente della giustezza dì questi quoti; perchè se questi 
dassero un prodotto maggiore del numero con cui il 
àivisoro si è confrontato , il quoto dovrebbe diminu- 
irsi ; se al contraria dessero un prodotto tanto niir 
aore che T avanzo superasse il ^tio^o parziale ,è chia* 
IO che questo quoio dtyvrebbe accrescerà. 

Se inoltre in questo metodo di Divisione si adopra^ 
la Sonraeione nel secondo modo insinuato (11)5 poò 
£ur8Ì a meno di scrivere il prodotto del quoto pel di* 
visore sotto le cifre del Dividendo i e si elteguirà a 
mente questa Sottrazione notando subhito Tovan* 
zo. Volendo così dividere il 4^^ 
per 29 si dirà il 29 nel /^a sta una 
Toita : segno U qitoto 1 , e dipoi dip 
^^\ 1X9 f^ 9? e per andare al la 
manca 3 : quindi soggiungo ; iX^ 
ft 2» ed 1 che porto per le diecina 
del 12 fìL 3 . Per andare dal 3 al 4 manca 1 » dunque 
il 29 sta in 4^ mia volta coli' avanzo l3« Abbasso 
al solite la susseguente cifra & del dividendo accante 




all' avanzo l3 ^ e proseguo dicendo ; il 29 nel l5i> 
parrebbe dovere stare conio il 3 aetl3 1 cioè 6 volte 
coli* avanzo 1 « che unito al 5, fa i5. Ma il 9 nel 
l5 non atà 6 vòlte; dunque tutto il 29 non può 
stare 6 volte nel l5. Diminuisco . perciò il qtioto (i 
fino a 4 ^ ^^^ pongo per secondo ^pioto parziale^ indi 
soggiungo: 4X9 ^ 36 , e per andare a 4^ manca 9^ 
òhe segno in avanzo sotto la unità del ià5. Dipoi 
proseguo : 2X4 = 8564 che porto per le quattro 
diecine del 4^ ^ ^^ • ^^^ ^^ al l3 la differenza 
è 1 , che segno in avanzo sotto le Secìne del \òò^ 
Non essendovi nel dividenào altra cifra da abbassa- 
re accanto all'avanzo 19, conchiudo, che il 29 sta 
nel 426 14 volte, e 19 

29 
Questo metodo per la Divisione maggiore è il più 
breve di quanti se ne conosca , e perciò fa di me- 
stieri il renderselo umiliare • Si noti inoltre che es- 
sendo il 9 il massimo numero di una cifra sola, • 
evidente che i i/uoti parziali non potranno mai su- 
perare il 9 , qualora il dii^isore sia bene confrontato 
colle cifre del dividendo . Se adunque succeda cli«. 
sembri che il Divisore stia piii di nove volte nelle cifre 
del dividendo^ sulle quali o si incomincia , o sì pro- 
segue V Operazione , si dee concludere che V Ope- 
razione è sbagliata , e se ne deve cercare Terrore . 
' 19. D'equentementé la Divisione ha per oggetto 
il fare tante parti eguali del dividendo 4]uante luiità 
sono nel Divisore. Questo oggetto è pure incluso 
nella spiegazione già data di questa Operazione ( d ) ; 
poiché è generalmente vero clic forma tante parti 
eguali del Dividendo quel numero , che ne può es- 
ecro altrettante volte sottratto. Così se il 7 può es- 
sere sottratto otto volte dal 56 9 è cliiaro che il 7 è 
r «ttara parte di 56. 
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Ccn^idnando ancora che il Di^idenA^ à compo* 

ne xàA prodotto^ del Dmsòre pel guoto, ed egsen* 

do dimostrato ( i4) <^^^ ^ indiìFere&te prÀDdere per 

moliiplicùtore o T imo 9 o T* altro ^ se per tale si 

prenda H^ifisóre^ resta manifesto che il Dindendo 

risoil^erà da tante volte il' qti0to , quante sono le 

unità del Divisore ; .dunque il Dii/idendo conterrà 

ionte parti eguali al qnoto quante sono le unità 

del Dix^isore. Risulta ancora da tali eoasideraasioni 

che se il quoto si cangia nel ^ Di^^isote , il mtouo quo^ 

IO sarà questo isiesso - Divisore. 

Quando la Dinsione ha per oggetto 1' investiga^ 
re quante Tolte il Dividendo yoò capire il Divisore^ 
il quoto, che esprime questo numero di volte è un 
numero astratto , ed £1 Dividendo, ed il divisore so^ 
no omogenei. Sia per esempio il Quesito : Una fon- 
te contiene. 25oc Barili d' acqua , quante volte con* 
verrà attingervi con un vaso di 5 Barili per vuo- 
tarla? Qui il Divisore è 5, il .Dividendo ò 25oo 
omogenei ambedue perche Tono, e Taltro esprimono 
Barili di acqua. Il quoto altresi» che è 5oo voke^ 
e evidentemente un numero astratto* Allorché poi 
la divisione si adopera per far^e tante parti eguaH 
di un dato numero , il divisore che indica quel nu- 
mero di parti eguali è astratto , ed il qiàoio che k 
I0 parte eguale ricercata del Divideìido è omoge* 
neo con esso.* Così se si domandi quanto costa una 
libbra di tabacco, essendoché libbre S-sieno costar 
te Lire 3o , è manifesto che converrà faro à par* 
ti eguali del prezzo 3o per avere il preaiodi una 
libbra. Perciò il Divisore 5 è in questo .caso un 
numero astratto , ed il quoto IJLte 6 è omogeneo 
col Dividendo Lire 3o. 

Sebbene la riprova diretta della Divisione sìa il 
vedere se il prodotto d^i ^zioro pel divisore unito 
ali' avanao ultimo ridoni il dividendo, può non os- 
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tanta «éopTAfti la riproi^à ddl 9 in questo nio^o . 
Si tolgano tntti i 9 al solito dalla somma delle oi* 
fire dol dìi^sore p e dipoi da quella delle cifre del 
pàOio^ Si notino gU avanai ottenuti respetlivaroente, 
• si nu^tìpUchino fra loro. A questo prodotto ag- 
giungasi foltinio avanao dilla iivisionè ^ e da questa 
lonuna tolgansi ancora tutti 1 9 notando Tavanao se 
vi è- Quest' nitirao atanoo -, qualora T Operaaione 
sia esatta 9 deve eguagliare T aranzo ciie si ottiene 
sottraendo tutti i 9 dalla somma delle cifre del 
dli^idtmh. Neil* ultima divisione fatta di sopra , il 
divisore era 29 » il dividendo 4^^ • ^^ ^aoim 1 4 coli* 
avanao ultimo 19. Per appU^4irvi la riprova del 9^ 
lo tolgo dal 29, e dal 14» ed ottengo gli avanzi 
42, ^ , che segno cerne vedeai nali* annessa figura. 

29 
Moltiplico a \ g 

fra loro questi avanai ^ ed al prò* 5 | 2 
dotto 10 aggiungo V avanzo i9- Così ottengo S9» 
dalle di cui cifre tolto il 9 resta 2 , che seguo al 
ano posto. Infine tolti i 9 dalle cifre 4^ del divi" 
dando ho lo stesso avanio a 5 e ne concludo che 1* 
Operazione sta beu'^. 

20. Veniamo adesso alla dimostraaione di tutte 
le riprove del 9 uf^ate fin qui con poca diversità 
nella Sommar^ nella moltiplica 5 e nella divisione. Ago- 
volmenta si in^ende obe dividendo per lo stesso nu« 
mero i numeri proposti per farne la Somma , eòi- 
poi la Somma medesima , si avrà con la prima di* 
visione una Somma di quoti , e di avanzi » che egua- 
glierà il quoto 9 e T avanzo ottenuto dalla seconda 
divisione , qualora la Soìnma sia stata eseguita esat* 
temente EV visibile infktti che se i3-f-i6^--i '^ = 47 » 
preso a caso un divisore qnalunqv^ , per esempio 7 ^ 
aarà* 
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Id in Tcnr0 i primi tro ^uotì 8ono i 6 4* a 

7 r 

j| 4l= ^ 12=^ 6 5. Ed tgualmeate 47 = ^ 5* Si os- 

7 V T "T 7 

ftervi inoltra «he T esaitezia disila somma i^-+-l6 

-HI 8 ss 47 non tanto ei rileva dallo steBso quotQ 

6, quanto dallo Btes9o a\an90 &. 

Ma una tale rìprùi^ fatta con qualunque diviso- 
I re sarebbe certamente lunga, e iaboriota, se non 

eceglìessìmo il Mi^i^Te 9» che ha la proprietà di 
' dare prontamente lo stesso resto se invece di divi- 
; dere à, tolga quante volte ai pnb dalla jonund delle 

cifre del éUvidernÌQ* Per esempi o 164 sa 17 ooU^ 

avanno 1 ^ e parimente 1^-»5<ì|-4«-4ì0s=: 2. 

i £ perchè chiaramente si conosca questa proprietà 
del 9 si rifletta in primo luogo che i- numeri io, 
100, loco 9 10000 ec. divià per 9 debbono dare 
tutti lo stesso avance 1 , essendoché io s 9 -H 1 . 

I 100 = 99^ 1, 1000 s 999-1-1 > looipo ft 9999-*-! 

\ ec* Si rifletta in secondo luogo che se n 3 n^n^^ 1^ » '^ 

ec. sono le cifre d'un namero incomùiciando dalla 

I umià, il numero è espresso con questa seri^ di ter- 

^ IV 

mini n-f- loi»'-4- ioo»'-t- looo n^^^^cocon -+- 
ce. Dopo tali riflessioni rimane manifesto che ossendo 

n -^ IO n'-H-i 00 i»"-m 000 il**'-*- loooo n 4-ec. 
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• non potendo !• cifre w» «'5 ^^9 »***» « ©«• 
essere maggiori dì 9, gli avanzi di queste divisioni 
parziali o saranno zero nel caso elici qualcuna cifra 

IV 

sia 9, ovvero saranno n 4- /i* -4- n*^ -H- » *'-f- /ih— ec , 
cioè la somma delle medesime cifre componenti il 
numero* Togliendo adumjue il 9 da qtiO^ta somma 
quante volte è possibile restarà io stesso avanzo, eoe 
si avrebbe dalla DMsiorm 

IV 

n -H 10 ru^ too «'•-H 1 OCO il**'-H' ICOOO » -H ec. 



Pertanto colla prova del 9 usata per la somma 
(9) si ottiene T avanzo della Dìi/isione per 9 di 
questa somma , e* quello della divisione per 9 di tut- 
ti i numeri che la compongono. Laonde si concliiu- 
de che se questi avanzi sono gii stessi, 1* Operazio- 
ne deve star bene. 

Riguardo alla ff/7ro('d della Moltiplica (12) si 
cnns ideri che se due fattori compongono un pro- 
dotto, come 14X19 produce aGó, sarà 14X19 = 

P 

a66. M a 14 dà 1* avanzo 5, e ly d à T avanzo i; 

9 9 9 

dunque 14X19 deve dare T avanzo 5Xi s 5; e 

9 
tanto debbe essere T avanzo di 266 se T Opera- 

zione è fatta bene. 

Finalmente quanto alla riprova della Diuisiot^ 
usata di sopra 3 siccome il Ik^idendo ai ricompone 
col prodotto del quoto, e del Divisore unitovi 1* 
ultimo avanzo, se colla sottrazione del 9 da qne* 
sto prodotto ed avanzo si avrà io atesso resto che 
«risulta sottraendo il 9 dalle cifre dei Dividendo, ìm 
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Dhision0 proposta sarà eseguita esattamente» 

GAP. n. 

'Algoritmo delle frazioni 

* 

21. Abbiamo già detto (l6) essere le frazioni 
(dette anche rotti) altrettante divisioni ao^ennate, 
in cui \' li numero sopra la linea intermedia è il Di* 
ridendo, V altro posto al di sotto è il Dii^isore, 
Così 6 indica che il 6 dee dividersi per l3. ^ne- 

sta Divisione può per altro effettuarsi di fatto se 
concepiremo T unità divisa in tante parti, quante. 
unità contiene ii dii^isore , e se dipoi prenderemo 
tante di queste parti, quante unità sono nel Dm- 
dendo. Immaginando per esempio V unità divisa in 
l3 parti eguali, la frazione 6, ossia 6 X ^ ^ pof' 

"l3 13 

ne ad effetto prendendo 6 dello parti tredicesime 
in cui è divisa V unità. In questo significato U 
fraziono 6 si pronunzia sei tredicesimi, ed è facile 

IT 

apprendere il modo analogo di pronunziare qualun- 
que altra /razione. Allorché la /razione si annun- 
zia nella precedente maniera il Dividendo passa ad 
avere il nome di numeratore perche numera le par- 
ti eguali in cui è stata divisa T unità; ed il Divi^ 
sore si chiama Denominatore^ perche dà il nome a 
queste parti. Tanto il Numeratore che il Denomi- 
natore si clìiamano ancora con un solo comune vo^ 
cabolo i termini 4^1 rotto. 

22. Un rotto dicesi proprio quando il 'numerato* 
re è minore del Denominatore perche in qnesto ca- 
so il valore del rotto è minore delf unità. Dicesi 
all' opjìosto rotto improprio ovvero spurio, quando 
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il nunteéatBré è più grando del Jenomiaacore ; «d è 
perciò il rotto maggiore delf unità. Infine allorché 
il numeratorm eguaglia il denominatore, il rotto è 
tempre eguale aif unità; poicbe qualunque numera 
ftà in se «tesso una volta. Cosi 5 è un roteo prò- 

7 , 
prio ; i5 è «n rotto improprio che riducesi ad 1-H7. 

— T 

e simili fraùoni 

9 il 3i* 
SOBO tutte eguali all^ unità. 

23. Un rotto cresce, o scema se creiice o scema il 

juo numeratore. Ed all' opposto cresce il rotto se 

scema il denominatore . e scema se cresce il denomi- 

natorc. E evidente infatti riguardo al nuìneratore ehe 

5 crescono se divengono 6,738 ec., e scemano 

se divengalo 49^9^9 1 • £ rispetto al denomina- 
tere il medesimo rotto i cresce se divmga 

5^ 5 9 5^5 ec.5 e scema se divenga 5 , 5 , 5 ec 

7654 9 10 11 

24* Se ambedue i termini 4d rotto si moltipU*» 
>irIiino , come ancora se si dividano per lo stesso nu- 
mero il ro^^o non cangia valore • Infatti moltiplican* 
do per un qualunque numeroy» il numeratore di una 
frazione essa diviene n volte maggiore : moltipU« 
cando per n il denominatore essa diviene n volte 
minore. Dunque « moltiplicando ad un tempo per 
n ambedue i termini del rotto tanto crescerà ìa/ra^ 
zione per Y uno, quanto seemerà per l'altro, cioè le 
rimarrrà lo stesso valore . Lo stesso raziocinio di* 
mostra che dividendo per n ambedue i tennini della 
frazione rimane pur sempre lo stesso il di lei va- 
lore : esistono adunque infiniti rotti del valere me- 
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4Ìefiifno; quantunque espressi ia termini diffinrentì. 

25. Dal precedente principio nasce quasi tutta I« 
teorica delle Operazioni su i rotti , e primieramente lo 
schisare i rotti , cioè ridurli a piti semplice espressici 
ne, e V altra di ridurre più rotti allo stesso deno- 
minatore . 

La prima di queste Oparasioni si eseguisce diifi- 
dendo finche si può amhedue i termini del rotto per 
un is tesso numero che gli diifida senza avanzo • Sf^ 
questo tale divisore non vi è, il rotto non è schisa- 
bile . Così 180 diviene 18 divìdendo i suoi termi* 

*36^ "36" 

ni per io ; ed in seguito 18 diviene 1 dividendo 

IT ^ 

i suoi termini per 18 . Adunque (24) ^^^ - '^ * ^^ 

36o 52 
se fosse proposta a schisarsi idi frazione 17^ siccome 

i suoi termini non hanno un divisore comune senza 
resto , la schisatura non può eseguirsi • 

Il numero che divide esattamente senza resto un 
altro numero si dice subìnultiplo di questo , e vi- 
ceversa questo si dice multiplo del primo. Così il 
6 è submultiplo di 24 ^ e viceversa 24 è multiplo 
dì 6. Se un numero non ha altri submidtipli che se 
medesimo^ e T unità ^ dicesi Numero primo: Se poi 
due numeri non hanno un submùltiplo comune diconsi 
contro se primi , ed anche primi fra loro . Tali sono 
tutti quelli 9 che formano i termini dei rotti non 
schisabili . 

/ submultipli dei termini dei rotti per l' oggetto 
di schisarli si trovano per mezzo di alcune proprier 
tà dei numeri 5 di cui ecco le principali . 
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Prima. Ogni numaro che termina in cifra pari 
è muUiplo di 2. 

Seconda. Ogni numero che termina in zero e 
ptultiplo di IO, ed in cooaeguenza di 2 , e di 5. 

Tersa. Ogni numero che termina in 5 è nudti" 
pio di d. 

Quarta . Ogni numero tale , c]ie la somma delle 
sue cifre sia muUipla di 3 , anche il numero sarà 
multiplo di 3 

Imperocché poste /i, rC^n^^ n'^^ec, le cifre del 
proposto numero incominciando dalie imita , esso po- 
trà essere rappresentato in lai forma (fio) • 

Ma gn\ 9911.'% 999«'^'ec sono tutti multipli di 3 ; 
dunque se il rimanente di questo numero, cioè la 
somma delle sue cifre /M-w' -4-/»^'H-n"* ec sarà mul-- 
tipla di 3 è evidente che tutto il numero sarà 
multiplo di 3. Apparisce ancora di qui che se il 
numero con tale condizione sarà ipeiTÌSmùltiplo di 2 , e ^J^ 
di 3 , cioè anche di 6. 

Quinta. Se un numero è tale , che tolto il 9 quan- 
te volte sì può dalla somma delle sue cifre non vi 
0Ìa avanzo '3 questo numero è multiplo del 9 (20) 

Sesta. Un numero è multiplo di 11 allorquando 
le sue cifre gommate alternativamente , cioè la pri- 
ma, la ter^a, la q\iinta ec , e dipoi la seconda la 
quarta , la sesta , ec. formano due somme eguali , ov« 
vero che differiscano di un multiplo di il. 

Per dimostrare questo teorema conviene premet- 
tere che il numero ile svòmultiplo dei numeri 
99^ 9999» 999999 ^c^ cioè di tutti quelli com- 
posti da un numero pari di cifre 9. Ed è parimen- 
te T 11 submaltiplo dei numeri 94-*2 , 999-^2 
99994-2 ec: giacché è visibile che essendo cjui le 
cifre 9 in aumero dispari, la jcUvisionQ di queste 
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per 1 1 darft V avanzo 9 , che unit« al 2 forma 1 1 ^ 
e cocì ognuno di tali numeri diviene multiplo dell^ 
11. Ciò premesso 9 e chiamate n, n\ n% ec le ci« 
fre di un numero , esso potrà rappresentarsi som* 
pre nella forma segnata di sopra, e quindi potrà 
ridursi nella forma seguente. 
» -H 9 />* -H «' -4- 99 /»" 

"^'^ -^ 999 '^''^ •+- '*'''-♦- 9999 '^ 

IV V . V VI 

^ -+-99999'* •♦^^ -^999999'» 

Vr ' VII Vii tiu 

n -4- 9999999» H^ « -♦- 99999999 » 

VII' 

léWt ma colonna a destra di questi numeri componenti 
il numero proposto è visibilmente nudtipU^ di il* 

IV Vi vili 

Se adunque si avrà » 4- /»'' -*- « 4- ;i 4- 7> 5=»* 4" 

VII 

n*"-H I» -V- '^ > ovvero ( chiamato m un numero qua- 

IV vai V VII 

lunque ) se sarà n 4-n" -1-71 -nn ss;»' -H«"^ -!-»+-« 
r^: 1 1 /» 5 il rimanente del proposto numero sarù 
nel primo caso j -+- «' (94-2) 

«'"(999-»- 3) 

V 

^ (99999-+-'2) 

VI- 

-+-« (99999994-a) 

£ nel secondo caso si dovrà soltanto aggiungere 
a questa colonna di numeri il numero qp 11 m.^ 
Perciò in ambedue i casi questa porzione del nu- 
mero proposto sarà eviderf t(eme|ite muliip/a dell' 1 1 
ed in conseguenza lo sa rS ancora -il numero totale* 

Prendiamo per esempio a schisare la frazione 

S78512 

9748343 
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Siccome 5-4-8-1-1 =2 1 4 = 74-5-^2, e pari- 
in«t« 9 -*-4-^3-4- 3=: 19 =s 7-4-8-+-43 i ter- 
mini di qa^ita frazione sono multipli di 11 ; ed 
infatti 9 dividendo ambedue per 1 1 ^ essa diviene 

ÒÒ02X3 

Debbaii ancora schisare il rotto 91 ^rg? 

7^0291915 
Abbiamo 9-+- 8-4-'9— 3- 1 ==23 ntulUplo di 1 li 
e pafimeote abbiamo 74-8-4— 9-4-94-5-^1 -a- 
1 - 1 =: 33 multiplo di 11 ; adunque il proposto rot- 
to sarà schisabile per 1 1 ; ed infatti divisi i suoi 
termini per 11, esso diventa 834^3 

6 J299265 

Ma il metodo più diretto e ricuro per schisare 
le frazioni è quello di cercare il massimo submuUi^ 
pio comune ai suoi termini , ed a c{uesto investiga-' 
mento si procede nel modo seguente* 

Sia \jBi /razione Qà5Jl massimo numero che pos« 

>n dividerei suoi terimni è chiaramente il numerato^ 
re 946 ; ma esso non è submultiplo del Denomina^ 
iore 5824; giacche colia divisione trovo ^824 == 
6X94^ 4-154; dunque il 945 non è il massimo co- 
mime subnUdtiplo* Scrivo nuovamente la proposta 
frazione m questa forma 9^5 9 ed osserva che se 

6X94:>4-i54 
il 154 fosse submultiplo di 94 3 j sarebbe esso 
il massimo comune ricercato. Trovo peraltro 946 = 
164X64-21 ; dunque neppure il ^ 54 è il massimo 
sùbmuliiplo. KipigÙo per tanto la proposta frasione 
dandole questa altra forma 1 54X6-^21 9 ^ prosegno 

6"(TS4X6h-3i)4- 1 54 
a considerare che se il ai fosse submultiplo di i54 
sarebbe esso il massimo ricercato. Ma i54 ^ 
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7X^214-7; perciù pongo In frazione iotto questii 
Tinova forma; 6(7, ai-f-*^ )-f-21 

6(6.7. 21 -4-6. 7H-^ 1)4^7.21-^7 
In questa il 7 è submuliiplo di 21 ; dunque 7 è il 
^as5Ìn)o comune submiUciplo dei termini delia pro- 
posta frazloriè ; e la riduco infatti achisaudola per 7 
1 6f 2i-»-0-4-3 =^ <35 

6(b.21-H-6H-i)4-21-Hl 832 

Da c|uesto esempio si impara che la ricerca del 
ìYiassitno submidtiplo comune ai termini di nna /^ra^ 
zione ai riduce nella pra'rìca alla tli^isione del de» 
nominatore pel numeratore. Dipoi 9 se vi è avanzo 
questo divide il numeratore. Cosi A prò eguea di* 
viderc ogfji divisore successivo pel successivo avan- 
zo, /ìndie si trovi un avanzo submultiplo del pre* 
vio diuisore^ Questo avanso è il massimo subtnulti^ 
pio ricercato 5 e perciò se tale avanzo tara 1 , la 
frazione non sarà schisabile. 

Qtianto all' altra Operazione , di ridurre più rot- 
ti allo stesso denominatore , essa consiste nei mei- 
iiplicare i termini ili ciascun rotto per J denoìnina* 
tori di nati gli altri rotti. Cosi ognuno di essi 
avrà lo stesso denominatore, e non cangerà il pro- 
prio valore ( 24 ) • Sieno i rotti 5 , 3 , 6 , ^2 da 

ridursi allo stesso denominatore. 

3IoltipUeo i termini del rotto 6 per 4* ^l* 9 t 

7 
ed h o 5 !=::= 5. 4' ^^' 9 =^ 1980 

7 7.4. 11. 9" 2772 
Moltiplicò i termini del rott o 3 psr 7. li- 9t 

4 

ed ho 3 =5 3- y. il. 9 ~ 50*^9 
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Con faccio^ = 6jr* 4- 9 =J£L1i ^_^_.=^ 

li 11. 7-4- 9 ^772 9 
g. ii> 4- 7 = fi^fi 

9. 11. 4. 7 2773 

36. Sono spesso arili altre due Operazioni eopra 
I toni 5 le quali dipendono dallo stesso principio 

(34)- 

Prima. Trasformare un intiero in un rguo appa- 
rente. Seconda. Riunire in un rotto improprio un 

intiero con rotto. 

Si trasforma un intiero in un rotto apparente^ 
ponendo sotto all' intero P unità per denominatore ; 
ovvero 3 FC vogliasi che il rotto abbia xm.dato de-^ 
nominatore si moltiplica per cfuesto P intiero, e l 
imita sorto posta. Per esempio il 9 P^^'''* trasfor- 
marsi evidentemente in Q ; e se vogUasi che ques- 

j 
to rotto apparente abbia // denominatore l3 , si tara 

9. i3 =2 117 

i. lò i3 

Si riunisce un intiero con rotto in un solo rotf 
improprio moltiplicando il denominatore del dato rotto 
peir intiero, ed aggiungendo al prodotto il numera- 
tore. Così 5 • — =s 3. 5 H- a = IT. La divisione 

3 3 3 

del numeratore pel denomiìiatore del rotto improprio 
che risulta, dà visibilmente la dimostrazione, e la 
riprova di questa Operaaione. 

SOMMA DULLE FRAZIONI 

37. Le Fraziomi con divergo deaoniinatore sono 
quantità di specie diversa , e perciò 'non possono 
sommarsi (9): ridotte le /razio/ti allo* stesso deno- 
minatore divengono omogenee^ e perciò sommabili 



Adunqne per «ommara i roca Gonviene ridurli alU 
stesso denominatort , e dipoi sommare tuui i loro 
TiwrMriUori , e p^rre sotto questa somma il d^enomi- 
tèoiore comune. 

Sìeao da sommarai ì rotti 5 -h 7 gli riduco (sjf) 

a 4^ -H 56 9 sommo i numeratori , ed ottengo U 
ricercata somma loi ss i -h 29 

Sieno ancora da sommarsi i rotti 6 -H ft -H 4 * 

Ti T" 6 
gli riduco allo stesso denominatore, e divengono 
270 -H 110 4- 396 = 776 = s 1 H- -^.81 

495 495 49Ó 

SOTTKAZIONE DELLE FRAZIONI 

aS. Questa Operazione offre tre diversi casi» 
cioè / Sottrarre un rotto da un intiero , sottrar rotto 
da rotto , * e sottrar intiero con rotto ovifcro un rotto 
semplice da intiero con rotto. 

Quando il rotto dee sottrarsi dall' intiero si pren- 
da da questo una unità, e si trasformi in un rotto 
apparente tfello stesso denominatore del sottraendo 
( 26 ) . Dipoi si /accia al solito la sottrazione fra 
gli intieri, e fra i numeratori dei rotti \ edalla diffe- 
renza di questi ultimi si ponga il denominatore 
comune. Ecco alcuni esempj. 

8. — 9.— 11.^ — 

21 1. 5 3. 4 

4 T il' 

Difrereniui.m3if. 7 3 Di£ 7^D:f. 5^ 

4" "8^ 11 T . 

Ouaado da un rotio dea sottrarsi altro rotto sé. 




riducono allo stesso denoiHinatore ; dipoi dal ìtiag* 
gior numeratore si tolga il minore ^ e alla diffe- 
renza si sottoponga il comune denominatore» 
Così 18 • — 3 = 90 — 57 = 33 DifFerensa cercata. 

"I19 ^ r^9^ "9^ 

Quando da intiero con roeto dee sottrarsi un 
rotto, ovvero altro intiero con rotto si riducano 
primieramente a rotto improprio gli intieri con rot- 
to ( 26 ) ; dipoi si riducafio questi rotti allo stesso 
denominatore , e se ne faccia la sottrazione come ntl 
caso precedente. Ecco alcuni eseiiìpjx 

3 1—7= 13—7=117 28=:89=2H-17 

5 1 — 2— =11 — 8 = 33 — 1 6 = 17=: 2-v-^ 
2 S "a" "3666 

MOLTIPLICA DELLE FKAZIONI 

29. Anche questa Operazione offre gli stessi tré 
ctifTerenti casi della sottrazione , a ciascuno dei cjuali 
daremo la regola 3 che lo riguarda . 

Primo Gaso • Moltiplicare un intiero per un rotto ^ 
o viceversa . 

Si moltiplichi V intiero pel numeratore del rotto , eà 
il prodotto si divida pel denominatore , Così 
8X 5 = 40 = 44-4 . 

9 9. .9 

La dimostrazione di questa regola è manifesta tosto 

che si rifletta che un rotto è una divisione accen- 
nata (21)5 che può effettuarsi quando il riuiTtertfrone 
rendasi maggiore del denominatore» 
* Secondo Caso • Moltiplicare rotto cpn rotto . 
Si moltiplichino i numeratori fra loro , e quindi i de- 
nominatori fra loro ; questi prodotti daranno una nuo- 



▼a frazioni^ che è il prodotto ricercato . Co«ì 
I 5 X_7^ ==» ^ • Infetti moltiplicando jr^ per 5 il prò- 

I ^ TT 88 11 

dotto 35 è otto volte maggiore di quello 5 che dee 
11 
I aversi moltiplicando per 5 • Admiqae secondo la na- 

tura dei rotii (2Z) moltìpìicando U. denominaiore il 
per 8 rendo il 35 otto volte minore come dee essère 

"Ti 
ed in tal gnìsa il prodotto delle doe proposte /ra^ 
zioni diviene giustamente 35 « 

W 
Si osservi che in tali moltipliche il prodotto e mi- 
nore di ciascuno dei àne fattori^ Imperciocché mol- 
tiplicare rotto con rotto significa prend'^re tante parti 
di un rotto quante ne annunzia il rotto moltiplica- 
tore j ed in conseguenza si prende il rotto moltipli- 
cando menoche una volta . Dunque siccome è indif- 
ferente prendere per moltiplicatore qualunque dei 
Aae fattori (i4)« il prodotto deve essere minore di 
ciascuno di essi . 

Terzo Gaso. Moltiplicare intiero con rotto per 
altro rotto, ovvero per aljaro intiero con rotto. 
Si riducano a rotti impr/iprj gF intieri con rotto , 
dipoi se ne faccia il prodotto come nel caso preee- 
dente . 

Debbaai per esempio moltiplicare 5 1 X i ^ 2 . 

3 "t" 

GU riduco ag^ improprj ^LX 107; e quindi collo 

Stesso metodo usato pel caso antecedente ottengo 
1712 =s 81-Hii . Prodotto ricercato- 
ai ax 



Noi modo iflCQsso 9 3 X X.^^4* X 7 = 33ft 

5 13 5 12 60 
=« 5- 3 . Prodotto ricercato* 

T 

DIVISIONE DELLE FRAZIONI . 

3c. È fàcile intendere che se due ratti hanno Io 
ttesso denominatore il loro quoto sarà cfnello ciie re- 
eulta dalla divisione dei numeratori • Imperocdxè 1 ^/e* 
nominatori altro non fanno che dare il nome alle 
parti frazionarie dei^L unità (-21), e rendono eguali 
queste parti » se essi sono eguali . La grandezza al- 
tresì dei rotti così ridotti dipende unica'.nGute dal 
loro numeratore • Perciò un rotto starà in altro rotto 
dello stesso denominatore quante volte il numeratore 
del primo sta nel /Aa/i»era/or« del secondo . Per esem- 
pio 7 in ai starà come il 7 nel 21 , cioè tre voi- 

t<^; peiohj lo stesso denominatore 8 non fa che 
enunciare la parte frazionaria dell' unità , e la ^- 
%^isione tende a ricercare quante volte sette di que- 
ste parti stanno in 2 1 delle parti medesime . 

Premesso questo principio , resta dimostrato eh* 
la divisione dei rotti consisterà m tutti i casi nel 
ridurli allo stesso denominatore; e dipoi., trascu- 
rato questo, nel dividero il nuovo numeratore del 
rotto dividendo pel nuovo numeratore del rotto di- 
fdsore. Si osservino i sottoposti «isempi per appreo-^ 
dere la prattica di tale operazione in tutti i casi. 
8 : 11 è lo «tesso elle 8 : lj^,j3vvero 96 : Il 

Ta 1 la 

Quoto 1 1 

96 
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9 : i5 è Io stesio che o : i5 ; ovvero o : 196 

i3 i3 1 

Quoto 21 — 

3 
3 : 5 è Io steflio che ai ; 25 

5 7 

Quoto 1. 4 

ai 
3 ; — : i5 — è lo «tesso che 1 1 : 3i ^ ovvero aar^S 

3 2 3 2 

Quoto 4 ^ 
22* 
Quando un rotto minore divide un maggiore il 
quoto è più grande di amendue. Infatti questa di^ 
visione si riduce a quella di aa numeratore mag« 
giore per uno minore; ed essendo essi numeri in- 
tieri 5 il quoto conterrà un intiero con /razione , o 
senza /razione. Sarà perciò in ogni easo maggiore 
dei rotti proposti a dividersi. 

m 

GAP. IH 

Algoritmo delle /razioni decimali 

3i. n calcolo dei rotti riesce alquanto prolisso e 
laborioso ^ specialmente quando le operazioni si deb- 
bono ripetere fra molti di essi. Quii^di è che i Mat- 
\tematici affine di semplieizzarè questo calcolo han- 
no immaginato uft metodo per trasformare qualun- 
que /razione ordinaria in una serie di numeri deci- 
^fnali 5 là quale ha inversamente Io stesso Ordine , 
delJe cifre dei numeri inceri, le cifre di cjuesti 
crescono dalle unità alle diecine alle centinaia ec . 
(2): le stesse cifre neiàSk serie decimale immuginata 
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dpcroscono dai decimi ai centesimi ai n^illesiìni ec* 
Ter es'^Miipio le cifre del numero 257 eq)r.inoJia 
Accollilo il sistema degli intieri (3)3 cent ina Ja 
o diecine , 7 unità. Se cfuestc istes.^e cifre si «cri- 
vano con un zero avanti in tal modo o ,257 , si è 
couveouto clic eg.se esprimano la serie decimale 

3 -H 5 -H^J dimodocliè come nel primo ^irtema 

10 100 1000 

le citate cifre formano il nnm^'ro dngento cinqìuinta 
sette , cosi nel sistema dedìnale formalo infrazione fjBj 

1000 
che è la somma dei tre rotti pr'^ced'^ntemente segnati. 
E' manifesto ciie il sistema delle cifre decimili ri- 
guardo al loro respettvo valore è in tut o simile 
a quello degli intieri. Conràndo cio-^ dali* uLtirna 
cifra decimale a destra , e progredendo verso sinis- 
tra si vele c'ie ogni dieci unità di questa formano 
nna unità della cifra appresso; e quindi ogni die* 
Cina di quest" ultima forma un urutà dell* altra ci- 
fra appresso , e cosi progressivamente. Per esempio 
Og 587^93 clu^ esprime 587^9 ha le sue cifre con 

questo ordine. L' ultima cifra 9 esprime V unità dei 
ce/uo millesimi la cifra 5 appresso ne esprime le 
diecine, la cifra 7 ne esprime le centinaja, e così 
di seguito. 

Dopo ciò è facile intendere che se alla destra 
delle cifre deciniaU aggiungansi ({uanti zeri si vo- 
glia 5 la frazione cangerà il denominatore ma il sno 
valore rimarrà sempre lo stesso. Per e empio Fé al- 
la frazione O5 3, che esprime 3 t ^giungo zeri a 

IO 

piacimento si che ella divenga o ^ "io , ovvero o, 3oo 
ovvero o , 3ooo eo^ i rotti '^^ ""'^^ , ^000 

IvO iOUO lOQOO 
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rapprescmtati dalle precedenti frazioni decimali hon* 
no diverso denominaiore ^ ma ognuno n riduce al 
semplice valore di 3 . Ali* opposto rimane manifesto 

Te 
che da una /razione decimale ^ ^lie termini alla des*- 
tra con gli zeri , si potranno questi sopprimere o 
iu parte, o tutti, senza aiterare il valore della /razione» 
Ma iris alle frazioni decimali bi aggiungono gli 
zeri a sinistra dopo la virgola die gii separa dagli 
iiiii-ri, le frazioni divengono ic, ico, loco 
volte ec. più piccole secondo ch*5 gli zeri sono uno, 
due , tre ec. Infatti considerando la stessa frazióne 
di sopra o , 3 ; se essa diviene o , o3 esprimern 5 

Top 
che è dieci volte niuiore di 3 ; se diviene o , oo3 

esprimerà 3 che è cento volle minore di. 3 ; e cosìd| 

seguito, looo IO 

32. Vediamo adesso come dalle frazioni ordinar 
rie nasca le serie delle cifre decimali , o^-sia comt 
i rotti si possano trasformare in frazioni didinali^ 
£ poiché i rotti hanno origine dalla divisione^ pren- 
diamo per esempio a dividere il 79 per 8 ; Il quò^ 
to è g r ' Invece di arrestare la divisione in i^e$- 

to rotto potremo cangiare V avanzo 7 nella frazio- 
ne impropria 70, e diviso il 70 per 8 il tjiiotQ 

10 
S esprimerà decimi^ e V avanzo sar à 6 da &uddi- 

10 
vidersi per 8. Riduco perciò il 6 a 60 , e di videa- 

10 100 
do il 60 per 8 ho il quoto 7 in parti cemesiine 
coU* avan^ d i /t da suddividersi ancora per 8 • 

lOC 
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Biduco infine il 4a 40, e colla divulsione per S 

100 IC00 
ottengo il quoto esatt o 5 , C on tale operazione '^q^ 

1000 S 

che dava il qti^to ^ y , «tara lo stesso qitoto espres- 



so sotto questa diversa forma 9-*— 8-Hr-4-.5j ov- 

10 100 000 
vero riducendo i rotti allo stesso denoìninatore , lo 
stesso quoto sarà 9, SfS. 

Spesso succede che colla continua snddivisione 
degli avanzi ridotti in frazioni improprie decimar 
li non si ottenga mai un quoto parziale senza avan- 
zo. In tali casi la serie dei decimaU si potrà pro- 
lungare indefinitamente senza che ella cessi giam- 
mai; ^ ciò dimostra che il rotto ordinai^ geuerato 
dalla prima divisione non è esattamemente trasfor- 
mabile in frazione decimale. Nondimeno , qnanto 
ma si proseguirà la dii^isione degli ai^anzi , tanto 
più Itz frazione dechnale si ai^uidnerà al i^ero valo^ 
re del proposto rotto ordinario* 

Sib per esempio da ridursi in frazione decimale 
jl rotto 3 . Faccio lo stosso calcolo come qui sopra 

per la riduzione di 7 , ed acciò si distingua me^. 

T 
glio che con parole il processo del calcolo ^ pongo 
la divisione ^ fatta al solito con V aggiunta di uno 
;8ero ad ogni avanzo. 

Divisore 7 
Quoto in decimali e, 4^^^7^4^^^7^ ^* 



ii^iAiiiTU£Tia 4r 

^Dividendo 

Z 
o 

oo Avanzo ridotto in dMcimi 
20 Avanzo ridotto in centesimi 
60 Avanzo ridotto in millesimi 
40 Avanzo ridotto in gUeci millesimi 
6c A\aiiZO riàotto in cerno millesimi 
IO Avanzo ridotto in milionesimi 
3o Avitnzo in dieci milionesimi 
20 Avanzo in cento milionesimi 
60 Avanzo in mille milionesimi 
40 Avanzo in dieci mila milionesimi 
5e Avanzo in cento mila milionesimi 
10 Avanzo in bilione simi 
ec 
Ottengo cosi, come vedesi., una frazione deci- 
male in cui ritorna dopo le prime sei cifre lo 
stesso periodo di cifre , perche dopo il sesto avan< 
zo ritorna il primo diuidendo 2. Qneste taliyVa* 
zion$ si chiamano periodiche^ ed il loro periodo 
continua all' infinito senza ottenere giammai un 
gfuoio parziale esatto. Se però voglio che qaest^ 
frazione mi esprima '^ con una dìSerenza minore 

di 1 pre ndo soltanto le cifre o. 4^^ •i^ "^^ ^^ 

loco 
millesimi. E' evidente che le susseguenti Cifre tra- 
lasciate non possono giammai eguagliar e 1 ^ p oiché 

1000 
converrebbe a tale uopo che 71428571 ec- egna- 
liasse loocococo ec. il che è assurdo: Così pren* 
dendo o , 4285; non sarà questa frazione difTcren^ 
ted ; ^ d al 3;* prendendo o^ 42.857 sarà differente 

locoo 7 
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meno di i , p rendendo o , 4^^571 4ifterirà da 3 
100000 ~ 

mono tìi 1 5 € così di seguito . 

1000000 
Nei calcoli ordinari bastano per lo più sei o sette 
t:ifre decimali ; perciò qualora la friuUone non ter* 
mini in queste , è in uso di considerare la cifra 
susseguente , e se questa è maggiore di 5 si ag- 
giunge una unità air ultima cifra che si prende : 
te poi la cifra susseguente è minore di 5, nulla si 
aggiunge. Con questo meszo nel primo caso la 
frazione cresce meno di una mezza wutà del deci- 
male suo denominatore^ e nel secondo resta mino- 
re meno ohe la stessa mezza unità : Dimodoché in 
un lungo calcolo con decimali^ gli eccessi vengono 
a conguagliare i difetti. Volendo per esempio ar- 
restare la fraziont decimale o, 517839742 alla se- 
sta cifra 9 considero che la susseguente 7 >* 5 , 
adanque pongo 4^ invece di Sg , ed ho là frazio- 
ne 05 517840 che supera o, 517839742 di 
358 < 1 . Volendo altresi arrestare la 



3000000000 2000000 

frazione medesima alla sottima cifra 7» nulla ri 
aggiungo considerando che la susseguente cifra 
4<5. Cosi p«r le cifre 42 tralasciate hk frazione 
diminuisce mono che 1 

20000000 

Questa rapida approssimazione dei decimali al ve- 
ro valore della quantità che rappresentano è di tan- 
to pregio, che i Mattematid gli adoprano in tutti 
i loro calcoli numerici » in cui si tratta di appros- 
simazione. 

U Periodo dello cifre decimali non sempre inco- 
mincia dalla prima cifra dopo la virgola 3 ma tal- 
volta dopo alcune cifre. Pet esempio 11= 30^ 91666 ec. 

12 



ìocomìncia dopo due cifre il periodo costauto di una 
soia cifra 6» La fraùonc 23 =: o ,lo649i49^ 

216 
incomincia il periodo di tre cifre dopo la terza cifra. 
Che parò le /razioni decimali possono distribuirsi 
in quattro classi. La prima comprende le /razioni , 
ch«% hanno una serie terminata di cifre , la (juale esr 
prirae completaB^eote il valore di un rono^ e queste 
ciàiameremo decimali compiei^; La seconda compren" 
de le ilecimali periodiche, il di cur periodo incomin' 
eia alla prtroa cifra ^la terza le decimali il di cui pe- 
riodo incominda dopo alcune cifre; la quarta infiho 
csomprende le decimali che diremo incomplete senza^ 
periodo , composte cioè di upa serie infinita di cifre^p 
clie non giunge mai ad esprimere esattamente la 
quantità , che rappresentano. In tutte queste classi 
la serie delle cifre componenti la frazióne decimale 
dicesi mantissa. 

* ^ 33« Tn seguito di tali nozioni proponiamoci di in- 
Tcstigare quale.* 8feye essere ima, /razion e p ( che sup- 

'• '^ ' n 

pongo ridottattmoi minimi termini ) ^ acciò possa 
risolversi in una /razione decitnale completa 

Sia r a numero delle cifre di unayraz/one decimxdn 
qualunque, e sieno queste espresse con le lettere 

h\ Ifi y A***,. ... A, intendendo col segno ( r ) il 
numero degli apici sovrapposti ad h , ciie eguagli» 

(r) , 
appunto il numero r delle cifre.' Sia inoltre/; V. avanzo 

^ Le dimosl;r0zioni coatenu.te in questo pai?agrafo 
33 5 enei tre susseguenti- 34 j 35-9 Sórgono state 
qui espcif^e perche Tardine ddle^at<^>ie d richie- 
deva^ ma non si potraìniio 'i>ene 'iaténdere dag^i^ 
Studiosi prima che Essi abbino percorso il sussegueu*- 
H Gap. IV; ^' 4 
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ultiino dopo U ifuoto parziale h della divìiione 
che si fi per svolgere p ìa frazione decimale (3a)- 



n 



Facendo alquanto di rifJe.^sione sul metodo che d 
tiene per tale svolgimento, apparirà manifesto cue 
in generale sarà; 

s Af 4- A* -H A''* . . . H- A -H p 



n 7^ J m r T 

IO IO IO * . IO • I». IO 

Ha nel caso delia decimale completa si richiede 

(r) 
evidentemente che sia p^-^ o. Laonde trascurato 



nwto 



questo termine , e moltiplicando) e dividendo il se-* 

r 

condo membro della precedente equazione per 19 

r-/ r-i^ r-a (r) 

avremo ; p-^^ 10 A^H- 10 A^' 4- lo^'^*.. .--k A 



10^ • 



Adunque 1 7'oz^r/ che possono svolgersi in una 
decimale completa di r cifre sono compresi fra , 

r 
1, € ic-i inclusivament?. 



r r 

IO 10 



Si osservi però che non tutti i rotti compresi 

nella seri e 1 ^ 2, 3 , ... lo-i. hanno nna Àcf/na/^ 

lo 10 10 10 ^ ^,^ 

Éfim/d^^a di r df^i bisogna escludere fra questi 
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quei rotti jjs che schisali possono diveaire p , 

io'' iT^^ 

i quali avraqjio^ evidentemente un numero r-a di 
cifre decimali, gnpposto a un numero qualunque 
minore di r. 

Si osservi in seoondo luogo che i subìntdtipli primi 
(cioè ipiù aemplifi)di io sono' 1 , 2>5 . Schisando 

per ^ 3 ciascun termine del secondo membro dell' ul- 
tima equaz.one di sopra , ella diviene; 

» 2.3 2 a 3 3"^ rr JO % "^ y , 

2.5 2.5 2.5 ^ó IO IO lo 

Lo stesso resultamento si avreÉbe schisando per 

5. Adunque 9 poiché con queste due schisature la 
frazione Jecimqle non cangid il suo primitivo valo- 
re, ai fì manifesto che qualunque frazione p , k 

quale ridotta ai suoi minori termini divenga 
P 9 ovvero p^' ai potrà risolvere in una somma 

2 5 

terminata di r cifre decimali Prendiamo ^t meai^ 
pio le frazio ni 3 = 3^ e 17 = 17: la prima si 

2 5^ 

riduce ad una frazione decimale di 3 cifre , cioè^ 
o , 272 ; la seconda si riduce ad una /razione de 
Bììnale-di 4 cifre j cioè 9 92J% i^- ? 

. Si osservi in. terzo luogo che. supposto a come 
fopra un numero minore di r^t» n schisi per 



Ss t % i • • I 9 1 

ft ovTèro per S il secondo membro della gf-essa 

r-l r-'Z r-'i r-a (a) ( r) 

eqnasiolie ;^ = io tf 4-10 /i^^-Hio A^^?.>-Hio A>T»-fc 



r 
10 



i avr& nel prim^Caso 
o-l r-i «-3r-2 a-Zr-i o-r (r) 

r ^ g— — — 

(r ) C'-) 

a, 5 2. & a- 5. 10 10 10 ^ 
E si avrà purè nel secondo caso questo istesso ul- 
timo resultamento. Adunque qualunque frazione 
J^Tui^ATù oj // p riducibile a p^jne verrà trasformata in decimala» 

avrà- una mantissa di r cifre. C3otì la frazione 
37 =! 5t si riduce a o , 186 ; e simiLfyent;^ 
3352 200 

43^ 43 r iducesi a o, 268f5 ^ 

2^,5 "^iSb 

r-l r-2 r-S (r) 

Chmne la/rortcne istessa 10 ;?-Hlò A^'^-^-lo A*'V4-A 

r 

Si schisi per 2 ovvero per 5 , si troverà nell'^uìio 
• mU* altro caio p=s A^^-A * +-**"• . .+- A. 



'lo le 10 19 
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a « 
Dal dio fi deduce che «ncora le/rMioni %y , 5 ^^ 

r "^r 

ridotte ia decimali hanno una mantissa dì r cifre' 
Se ne faccia la prova nelle /razion i 2 , qt =2 io£ 

^à . Ti? 

^j;3 = 75 , e ai troTerà la prima eguale a' ©, 

864 colla mantissa, di 3 cifre, e ti, troverà la a»* 
conda eguale o^ 29296875 con la mantissa di otto 

Si osservi infine che la fraziona n ridotta a 

r a 
10 
decimate ha nna mantissa di cifre r-«« La stessa 
mantissa hanno le /razioni p' , p^* ; e preso uq- 

r-a r-« 

aumeroqualanque 6<C r-a, la stessa ìfia/imid avran- 
no pure le /raziomi 

b b 

}^ * ^ 5 e le fraaioni £j/ ; 2^'' 
hr^ ^iua r-a r-a 

5. 2 2. 5 2 5 

D&tUi priocip) resta dimosirato il metodo per 

r 
distinguerà nelU serie 1 « 2 .i. 10-1 quali 

r r r 

10 10 ^o 

numeri dovranno prendersi perchè la /razione ridot- 
ta a àBcimmh abbia uaa fmmffs» di r cifre, od anche 
ai cifire r-a 
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Per ritornare dalla frauoM decimale completa alla 
/rauone •rdinaria che la produce ( il che dicesi aa* 
Cora sommare una frazione decimale completa ) è 
facile vedere, che basta porre sotto alla decimale 
il suo denominatore, e schisarla alsolito Cosi avre- 
mo nei minimi termini il ror^o ricercato. Basti a ciò 1 
esempio della decimale o » 864 ottemuta qui sopra 
da 108. 

ia5 

Scrivaci inveeedi o , 864 , 864, e dipoi schisan- 
do per 8 trowno iqqo 
864 =3 108 

1000 123 
34. Sia proposto di investigare quale deve essere 
il rotto p ( che come sopra suppongo ridotto ai 

suoi minimi termini.) acciò svolto in frazione deei^ 
male dia un periodo S r cifre che incomincino 
dalla prima. 

ir) (0 

Ripiglia l'equaaione gj= A^H- A^-4- ^ -• -H ^P 

n 10 2 3 iO^ ^ 

10 . 10 ' ' n»\o 

che esprime generalmene la serim decimale di r cifre 
in cui si svolge , qualunque frazione ordinaria p\ 

n 
e considero che se dee ricominciare il periodo (felle 

(O (O 

precedenti cifrQ r , è forza che T avanzo ;? dopo h 
eguagli il numeratore ;?. Infatti nel trasformare nn 
rotto in fraziDne decimale , il'^ éUvisore costante è 
n , ed è il z/ero V aggiunta costante all' avanso. (82) 
Adunque se ritorna uno degli avanzi precedenti, con- 
forme nella nostra ipotesi ritoma T avanzo primo 
p ^ò chiaro che debbono . ritornare gli stessi avanzi 
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•ugcossìtì eia p fino a ^^ed ia conseqaenza gli "analo* 

CO 
glii ^od parziali espressi con le cifre hf , h^ , h^^ .. . h. 

IHa per meglio chiarire questa asserzioue , si^QO 

p^ p** p**^ cogli avaosì dopo i quoti parziali ìì h^ A**^ 

^iC Se p -z p sarà ic p ^ jo/y- Ora dalla divisione 



n. IO n^ IO 

in principio aravano \op ^ h^ -^ p ^ , dunqa« 

/i re" ». IO (r)» 

^ P = ^ -♦^ £^ Perciò dopo la cifra decimale h 
r r-t-l --, •! 

y». lo IO . ». IO 

ritornerà la prima h' col primo avanso p\ Parimente 
fliccome dal seguito della divisione in principio aveva- 
mo IO p' a^^' -^p^^ 9 sarà ancora lop' s h^ 4- /'*' 
n io ». IO rH-1 r.f-2 r % 

». lo IO ». lo*^"*" 
K itornerà adnnqne la seconda cifra decimale A'' eoi 
secondo avanzo//': e cosi argomentando di s'^guitoè vi- 
sibile che ritornerà ogn' altra delle precedenti eifire 

decimile fino ad A 3 dopo la qaale ricomincerà per- 
petuamente lo stesso periodo. 

Rimane dopo tutto ciò manifesto che allora quando 
tma /rogibac jy s volta in decimale avrà un periodo 

M 

di r cifre , si avrà l^eqnaaione (r) 
p * A' -4-*|* 4- *•'» ...J^ h J^ p 
n 10' 2 ^3' *T *^ 



r 
IP 10 10 ». IO 

r 

Moltiplicandola par 1 o » e trasponendo 1* ultimo 

ttrmine dal seconda menbro diverrà ; 
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r r-l r-a r-3 (r) 

£( IO— i) s IO. *'+- IO A'< ^-. IO h'i\.^h, 

Il '"•1 r-3 r-3 (r) 

e quindi p = io ** -4- io A^ -f- io ìv'* ...+» h 

IO*--! 

Adunque la frazione p il dicoi denominatore sìa 

r /i 

10 — 1 , cioè 99999 . • . 9 fino al numero di r cifre 
tutte eguali al 9. si dovrà svolgere in una decimale 
periodica di r cifre 

Pertanto se sia dato il periodo di una frazione 
che comisci dalla sua prima cifra ^ e si voglia la 
sua somma , cioè il rotto da cui nasce la frazione 
medesima basterà dit^idere il periodo per un numero 
composto di tante cifre 9 quante sono quelle del pe- 
riodo, e ridurre poi qtesto rotto ai suoi minami termini^ 
Così volendo sapere da qua! rotto ^tì»ace la frazione 
periodica o ,ié^2S57 11^2^5-^ ec , preudo il rotto 
142^57, G schisandolo troverò t 

r-l r-a r-3 (r) 

Fatto m=iio. A'-»- l«. A^ 4- lo. A*'...-«-Aj 
così che sia ^^= 3 m , risulta dal precedente ragiona» 

10 1 
mento che nella Serie dei rotti 

r 
1, 3, 2 10—2 



r r r r 

10 -1 10 -l 10 -1 10 • 



debbono essere tutti quelli che svolti in decimali 
danno una mantissa col periodo di r cifre incomin- 
criando dalla prima. Se m^ rappresenta uno qualun* 
que dei numeratori di questa serie , che sia prime 
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con IO — 2 . la fradont m ridotta a itet m a l e vf 



IO*"-! 




il periodoche ol ricerca. Infatti m^^=^m^ 

IO -1 IO |o(lo -x 
ma m' è una decimale di r cifre' (33), e T altro 



r 
IO r 

eermine m} rlimostra che il numero m^ diviso per l o«l 

io (io -l) 

dà un avanzo eguale a 0e oiedesinio. Dua^e questo 

r . 

avanzo IT»', suddiviso per lo-i dovrà dare lo stesso 

periodo di r cifre, e lo stesso avanzo m*. Perciò tc- 

coQfciuuando in tal mpdo lo divisioni successive si avrà 

lo stesso periodo continudtif * . all' infinita Così 

iSqr = «g 1697 - H ,1597 = 

6" 6 6, 6 . 

10 -1 10 10 (10 -1) 

o, 001597001597 ec. conforme può rilevarsi fa- 
cendo per esteso la divisione per 99999* ^^ "^ oltre 

r 

ni* sia jm/atiove primo , o composto di lo^-— 1 1 e nel 

r-a 
tempo stesso non sia submultiplo di l o , la frazione 
m* ridotta «i suoi minimi termini com e p ^ e dipoi 

10-1 

ridotta a decimala avrà lo stesso periodo di r cifre- 

r 
Inperciocchè supponiamo m^ usa: 10— 1 , sarà 
»»* =3 1 : e poiché m* «i suppone non riducibile vAni\ 



r n r ^ 

10 -1 10 -1 



avrà ( ridotta in decimale ) un periodo di r cifre. 



V , 
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Adunqne Io sb€b80 periodo «vra la frasiune i ^ • più 

n 
generalmente anche p^ supposto p <i ^^ 

n r r-a 

_ ■ 

Ma «e m* sia jubmaltiplo di io — i , e di io — -1 
in questo cas o m* p otrà ridarsi ad m'* , la quale 

r r-a 

IO -1 lo -1 

frazione ridotta a decimale avrà evidentemente aa 
periodo r-a di cifre . 

Dalle precedenti conclosioni si deduce la soluzio- 
ne del Problema Generale: Troi^are tutte le frazioni 

r 
p^ in etti ys non è io-— l , le quali ridotte a decimali 
n 

danno nn periodo r di cifre incominciar^do della pri^ 
ina: Bla per nna tale soluzione compieta si ricbiedc 
il ii>etodo di trovare tutti ì fattori primi del numero 

r 
1.0^=1 , che qui non può spiegarsi $ e che sarà dato 
a suo ln«^o nelT Algebra. £'' opportuno non ostan- 
te losciogiere qui lo stesso problema in qualche caso 
particolare proponendo per esempio r=:8 , poicliè 
per qoesto caso resterà manifesto il modo da tener- 
si per la soluzione generale. 

r 

Premetto a tale uopo i fattori primi di io*— i 
da r=?l fino ad r=i%^ come segue. 

le— 1 s Z 

lo— lr(lO-lXl04-l)-3- 11 

3 3 3 

10—1 s 999 - 3. Ili r3. 37 

4222 
10— is(io-i)(ic-4-i)«3. 11. 10* 



5 fi fl 

IO— 1 = 3. 11111 23.41-271 

6 3 3 3 

IO— 1 = (10— 1 )(ioH-i) r 3. 7. 11. i3. 37 

7 a 

lo— 1 = 3. 1111111 
84 4 a 

10 — l=(lO— iX 10-f-l)5:3. 11. lOl. 10001 =5 

2 

3. 11. 101. 73. 137 

Se voglia osi adesso tutte le/ragiow p TJ ducibili al 

periodo decimale di 8 cifre , non li dovrà prendere 

p^ perche essendo 3 un fattore di lo^-^l 1& 
j2 fraziona darebbe il periodo di una sola cifra 

Neppure si potranno prendere le fraaieni p ^p ^ 

TT lof 
ovvero qualunque altra col denominatore composto 

2 
dei fattori 3, li, 101, perche questi d$ncminaiori 

2 4 

essendo submuUipU parte di lo-*l , e parte di 1 o — l, 
formeranno frazioni riducibili ad un periodo decinui* 
le di d^ ovvero di 4 cifre. Adunque i soli /onori 

4 

di lOH-i j.doc 73, 137, e 73X137» daranno le 
frazion i p, p, j^ riducibili aJ periodo decimale 

7313773X137 
di 8 cifre. Applicando il calcolo al solo esempio 
del roito 46 s i troverà in fatto 

73 
46 = a Oft 6301369863013698 ec. 

35. Passando a quelle /raz/a/21, che ridotte a de- 
oimali cominciano il periodo dopo un certo numero 



(O 

di «afre, diiamerò h'. A", A*". ...^ le cifre r,che 

Ti» ì 
precedono il perìodo , ed l\ l'\ /'•' l Je cifre 

n del periodo. Con qaalantjue frosùane p ridotta 



n 



• detimoh con la richiesta condizione verrà espresm 
goneralmeate sotto qaesta forni4. 

e*) 

'^ J " ^ o«- in infinito Riducendo allo stesso deno- 

lo"-^ r 
mtnaton 20 \% cifre A, # rammentandoci del modo 
qui sopra spiegato ( 3j| ), con cui si somma 1 a 
frazione periodica di m cifre , si giungerà ad ottenere ; 

r-i r-3 r-3 (r) 

p s A^ 10 -4-^ A^^ 10 -;^ A^'^ lo.>>H A 

I» r 

10 

^- 1 (^ /« IO -4- /•' lo 4- f^ ' IO -^ / ) 

OTTero dicendo h, l i numenuori di qu'^ste due 
irazioni , avremo più semplicemente /« A-*- / 

Da questa ultima aqnaiione primieramente si im^ 
para , che per sommare una decimale data con cif r^ 
che precedano un periodo » conviene fere la somm^ 
di da« {razioni. La prima h è composta dtUe cifr^ 

17 
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decimali faori del periodo 3 e si sk come deve som* 
marsi (33). -La secoad a l è composta doUedfr^ 

10 (10 -1) 

77» del periodo dirise per ha nomerò di m cifre ttitt« 
eguaii a 9^ alle cjaali io grasia dei moltiplicatola 

r 

ic conviene aggittagerc nn numero r disurie 
Prendasi per esempio a sommare la. deeimah 

o , 87#i43857i4ft857 'eo. Le due fratoni da eoa* 
siderarsi in questa somma sono 8r5 , 142857 

Togo 999999<^<^^ 
Adunque schisando , e dipoi sommando si troverà 

8r5 -H UiH^ '= 7^^-. 1.=: 49008=3063 

icoo 999999000 8 7000 j6ooo 35oo 
somma cercata. 
Vogliasi quindi esaminare, quali /ra^ib/w p da» 

n 
ranno un nnméto r di cifre , che preceda un periodo di 
m cifre. ET visibile che esse saranno comprese nella 
somma delle due frazioni , A4-* l in cui A 'può 

^ IO 10 (10 — l) 

essere 1, 2, 3... 10— I3 ed / aw 1, 2^ *.•. 

'^nieua prima sene pero -il numeratore 
h non deve essere tale che la frazione h già ri- 

dudhilead h^ ^ ovvero h' ^ cicero h%c a tutte 

, r-a r-a . -/-a 

« altre /ritifom contemplate nel N^ 33 5 per le 
^aali ia mantissa di A scema 'di un numero i» di oi- 
're. Nella seconda serie il numeratore l non deve es^ 
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sere composto di aloano dei fattori di i o^- 1 , giac* 
che in tal caso si è Tcdato che scemano le cifre del 
periodo (34.) 

Per fare cinalche Appltcaaione di questa teorica , sia 
proposto di trovare il più semplice roiio n , ciie 

/* 
dopo on. numero r di cifre deeimaU abbia un perio- 
do di m cifre. Atale oggetto sisceiga ilrainimo/a^- 
iore ^r imo p^ ài 10***— •■i» Si sa (33) che 1 g 

il rotto più semplice che sia riducibile ad una deci - 

male di r cifre. Dunque averemo _^ = ' (A-t- /^ 

n r n^ 

. . ... . * . 

che dorri ridursi al valore il più semplice Si osser- 

r 

vi frattanto che in questa equasione i numeri o, ^e p^ 

sono determinati, onde converrà che jfh-^ sia un 

numero primo con 2* e con p ; vale a dire che p^k 

H** 2 sia un numero dispari primo con p^. £ poi che 

è impossibile che àa p" :=: 5 , qualunque numero 

p^h-k^l ,* che terminerà iu 5 darà p con le con- 

n 
dizioni richieste. Si vede in fine che si avrii il valore 
più semlioe di p facendo p^ h -f-^acsl, ed avrc- 

n 
mo cosi jt 5= 1 ; equazìonfi che risolve il proposto 
Problema -*- r . 

Sia per esempio r = 4^ 1» = ^ «a^h // = 7J 
(34)* Adunque \sl frazione più semplice che possa ri- 
dtttrsi a quattro cifre decimali col successivo periodo 
di 8 cifre sarà 1 ■= 1 . Fatto il calcolo si trova 

- \fatti_i = o, ooo856i6438356 164333 ce. 
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36. Kasta a dirsi di quell' ultima classe di rotti ^ 
clie ridotti a decimali potcfisera dare una sèrie in* 
finita di cifre senza alcun periodo. Questo caso non 
può mai succedere in un r^tio orcfiiiario p^ che ' 

n 
finqui ha formato T oggetto delle nostre discus- 
sioni. ] efatti allorché questa si riduce a decimale ^ 
il divisore è costantemente n^ Y aggiunta all'avan* ' 
zo è costautemente il ze^roi dunque ( essendo T 
avanzo sempre minore del divisore) dopo ns^-i 
avanzi al più dovrà ritornare uno degli avanzi 
precedenti, e dovrà perciò inoominciare il periodo. 
Dalche si vede che il massimo periodo decimale a 
cui è siducihile un rotto p avrà /»-— 1 cifra. 

/» 
Se il rotfe p derivasse dalla somma di pia Jra^ < 

zroni , queste sarebbero parzialmente riducibili o a ^ 
decimali complete , o » decimali periodiche ; perciò 
in questo caso p si ridurrebbe ad una di quelle 

n 
decimali che incominciano il periodo dopo alcune^ 
cifre , ma non mai ad una decimale infinita s>nza 
]3eriodo. Pertanto per ottenere ima sif^ittac^okcima/e 
conviene che il pnmero deUe frazioni ohe la forma- 
no sia infinito 5 e di ciò ne danno molti c^emp) 
F Algebra , e la Geometria ; Ovvero conviet^e che 
il ^visore che forma la decimale sia continuaniente 
variabile , e di ciò ne vedremo un esèmpio iiell^ es- 
trazione della radice quadra^ e citba , dove si trat- 
ta di approssimazione. 

SOMMA DEI DECIMALI 

37 La Somma dei decimali non differisce dalla 
Soiuma degli intieri. Siccome in questa si avvertì 
di porre in colonna lecifire omogenee ^ conviene del 
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pori iNicbro nella gomma de^ decimali a porre i de- 
cimi MI eoioniia con i dicimi y i onuedmi €H)ì center- 
Mimi 60. Essendosi in addietro diilÌMamente spiega* 
ta la natura dei deeimaii non vi è difncoità per 
inteid^re la pratica di questa Operazione nei s^* 
guenti esempi* ... 

16 » 5848 3, iS 7 , 1496 
.11.5 72 17'^ a5 . 25, 275 
. 13» 1 84 _4?^37_ . i4,_82a 

4>, 488S .45,267 .-•. 47,2466 

SOTTRAZIONE DEI DECIMALI 

3^. Anche 1» -Hotbìazioite dei diurnali si fa come 
quella degli intieri Si avverta però che (piando nel 
Jo#/^a4M(l ilnumero dei <ifec//7ta&' supera qaeUo de de- 
cimali del Totale y si aggiungono a quefti ( ovvero 
vi si ^sottintendono aggiunti) altrettanti zeri, quanti 
bastano perche il numero delle cifre decimali sia egua- 
le, nei Totale y enei sottraendo, i^ae^ti zeri riduco* 
no il Totale allostesso deìtominatore del Sottraendo 9 
e non ne alterano ilvalore* (3i )• Premessa questa 
awertenxa si intenderà fucilmente la pratica di 
questa Operazione nei seguenti esempj. 

l5, 19 9, 517 25, 1 

8, 3i7 3 , 6 1 94 7 3 6^94 

6, 873 5, 8976 17, 4406 

MOLTIPUGA DEI DECIMALI 

29. Per eseguire questa Operazione si faccia al 
solito la moltiplica dei fattori ^ come se non esi- 
stessero cifre decimali 'y dipoi dalle cifre del pro- 
dotto se ne separino tante da destra a sinistra colla 
virgola quanta è la somma dei decimali dei due 
/atto'-'i. 



«• per esempio da moltiplicarai 5, f» per 18,7. 
Molripiico 5711 per 187; ed in tal modo reado U 
/attor» 5,7^ cento volte maggiore di aè ; e l' aUro 
18 , r dùci volte maggiore di sé. li prodotto afa 
Xi 872=106964 sarà adunque 10X100=21000 volle 
maggiore del vero; che però per restituirgli il re- 
ro suo valore fò di uopo dividere per 1000 ilpro- 
dofto 106964 , il che evidentemente avviene se- 
parando tre cifre in qoesto modo, io6 , 964; ed 
appunto 3 è la somma dei decimali dei due /attori 
Ma per dimostrare questa Oppraaione ingeuera- 
le,8ia^ a nomerò intiero «e ti ìideùmale annesso. 



io"* 



di un /attore i da p' 1' intiero , • J' U deàwale 



f 
10 



Mntìsw d«ir akro fattore. Riduco il primo /p-h d 

10 
> 10 p-^-d'y ridnco ilsecoado: /p'-Hrf* a io p^-^^J 





m 
ndi per maggiore aemplicìeà faccio i 

1 o p*Jir^:=h\ Il prodotto dei àm fattori sari hh 



Qnindi per maggiore aemplicìeà faccio io;9-i-il=: 




Ma questo numero «i esprime in cifre decimali separan- 
do n4 prodotto M' eoa una virgola un numero m-h-m' 
di cifre da iestra verso sinistra; ed essendo m-^m^ un 
numero eguale a tante unità , qaante sono le cifre 
decimali dei due fattori »• resta dimostrata la regola 
inaegBata di sopra. 

5 
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Qualora iì prodotto hk^ contenesje uà nomerò 
di cifre iHÌaoradii?n-w»*', converrà aggiungere tan- 
ti Zèri «uUa sinistra fino alla virgola per supplire 
a questa mancanza. Ecco alcuni esempj per la pratica 
cU queta Operazione. 

4, 562 1, 34a o, 141 

aY^T^' 4026 564 

36496 3684 14JL, 

9234 i 34a e. 001*974 

13,04732 0,1^^5066 

Se i decimali dei /attori fo ssero molti , e si volesse 
il prodotto esatto fino ad un certo numero di deci- 
mali trascurato il resto, si può operare nel modo 
««••uente coaqualctó sollievo alla lunghezza del Cal- 
colo, Vogliasi per esempio con sole quattro cifre de^ 
dìnali esatte il prodotto 6 , 84578X3 , sSligS , che 
ne avrebbe dieci. £^ evidente che per tale resultamento 
conviene considerare jsero le ultime jei cifre ^sfeci/iso// 
alla destra di questo prodotto eseguito per T intiero. 
Cbe però impostando al solitola moitipUca pongo per 
regola generale tanti teri 
nel primo prodotto parziale 5^84578 

cpante sono le cifre decima-- 3 ^ 25 293 ^ 

li meno .una * cW si debbono l5ooooo 

^opprimere; e perciò nel nos* 522000C 

tro caso vi pongo cinque zeri 1 1 68000 

Questi zeri occupano il posto 292 1 5oo 

delle prime cinque cifre ^ 1109140 

clic, risalterebbero dalla mo- 1753734 

tipUca di 3X 584578. Pren- 19^0157] 800000 

do il solo prodotto della ses- 
ta cifra 5 3X5=1 5.^ ed ot- 
tengo così l5oooo resulta- 
mento esatto fuoriche nelT 

«Itime jef cifre 5ooooo, Prodotto approssimato 

Nel secondo prodofito par- 19, o 1 58 



ziale por 9 trascuro le prime quattro cifre del MohipStr 
cando p riiendo quattro zeri invece del loro prodotto j r 
ristringo ia inoitipiica u 9X ^8 ^=^ ^22, resultaoientp 
•satru ricilu sole prime due crife 52. 

Seguito la moltiplica per 22 trascurata tre cifre nel 
moUipiicaìido : dipoi per ò trascurandone due j dipoi 
pur 2 ; rafecurandone fiTia; ed infine per i non trascu* 
raudonè alcuna. W faciie intendere che il prodotto 
l90X-»78oooo cosi ottenuto è esatto fuori che iieil« 
ultime sei cifre 80000. Che però separate con virgola 
le uiime 4fi«c/ cifre che sono decimali^ sopprimo di 
queste le ultime sci Socco ^ e ritengo soltanto lepri* 
me ifuat t ro oiòj. Perchè poi la cifra 8 susseguente 
al 7 e maggiore di 5,pongo ^ 8inl9ce di 7(3i ), 
eid ottengo infine il pro^lotto approssimato ai Vfrp 
con quattro decimali 19 ^ci58. 

DIVISTONE DEI DECIMALI 

40. Anclie questa operazione si eseguisce com^ 
quella degli intieri avvertendo però di pareggiare 
con degli zeri i decimali del Di\^idendo , e d^l Dis^isor^ 
dove r uno ne abbia più ell'^altro* Cosi le mantissa 
sono ridotte alio stesso denominatore ; e perciò, toit« 
le virgole , il dividendo , e il dii^isore sono due roui 
ooUo stesso denominatore , fra i quali trascurato il 
comune denominatore^ si farà la dii^isions al solito 
(3o). 

Debbasi per esempn» dividere 678^4 P^^T» '^^^ 
Riduco le mantisse ad ogual numero di cifre prenr 
deiido 5785 l^co in vece dì 678 , 4 • ^^^ ^"^^ avran* 
uo lo stesso denominatore icoo. Tolgo le virgole e 
sottintesi i denomnat^ri ì\ divisore diviene yi5i , il 



/ 



M^idendo 678400 : trascuro i denomimuori , •» u 

loco 
t&ViVoM A riduce a 678400 = 80.88379 «e 

7iài 
Volendo diminuire la lunghezza del Calcolo aUor- 
chÀ i dodmaU del di^^idendo sono troppi, e contentan- 
dosi di un quoto esatto fino ad nn certo numero di 
decimali , si può usare il seguente compendio. 
Sia da dividersi por 2,547 il numero 

26470CO I 3659618 

5 , 65961 85o43 , e vogliasi a^ISaoT^' 5656 1 8 ^ 
il ^oto con cinque decimali 5p2 1 8 

esatti^ trascurati gli altri sue- 6278 

cessivi. Lascio nel. dividendo 184 

i primi sei decimali dopo la 9 

virgola, e cosi sempre per re- ^ 

gola generale uno di più di 
(jueUi che voglio nel ifuoto. 
Aggiunti quindi gli zeri ne- 

cessari nel divisore, incomin- Quoto esatto con 5 Do- 
do al solito Toperarione. Il cimali ^3 22207 
primo quoto parziale è 2 , 
che sarà numero intiero^ « 
r avanzo 5656 18 è esatto 
lino alla sesta cifra del pro- 
posto dividendo. Seguitando adesso a trovare i quoti 
decimali non aggiungo il zero all'avanzo, ma considero 
il divisore dimimdto dall' ultima cifra a destra, e perciò 
divido per 254700. Il primo ^ao^a decimale sarà 
adunque 2, d'avanzo 66218 sarà esatto per tutte 
le sue cinque cifre. Non vi aggiungo il zero , e con- 
siderando il divisore diminuito delle due ultime cifre 
a destra seguito la divisione per 25470. Anche il 
sejcondo quoto decimale è 2 » e V avanzo emtto nello 
sua qattro cifre è 5178. Proseguendo cosi a trascu- 
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rare'nel Svivnre una cifra ad ogni quof parziale 
giungo fino al sesto decimale 4 

Peraltro siccome il i/uoto ricercato dee contenere 
floltantocinque cifre decimali esatte, esso sarà 2,22207. . 
la* sesta] cifra 4 è stata calcolata pel solo motiiro 
che se essa fosse stata maggiore di 5 , conveoiTa ag- 
giungere ima unità alla cifra precedente 7 » il cbe 
qui non occorre ( 3l ) 

Considerando questo metodo compendioso di Svisietu^ 
si scorge facilmente che esso consiste nelle operasio* 
ne inversa del compendio usato qui indietro per la 
wtohipUca. Usando dltresi la riproya del prodotto del 
quoto pel diffidare n troverà questo resaltamento 5 ^ 
65961229000 cbe eguaglia il proposto dividendo fino 
alla quinta decimale 5 adunque il ^7110^0 2 , 222074 
è esatto fino alla quieta decimale. La sesta cifra 4 
è maggiore del vero perche le cifre tralasciate a ideila 
posta nel dividendo avrebbero dato^ il quinto avanzo 
evidentemente maggiore di 90000 9 e perciò il vero 
quoio sarehbe stato minore cU 4* 

GAP. IV 



jUgofitmo delle Quamlià 

41- L'Algebra è la scienza del Calcolo applicato 
alle quantità astratte , considerate cioè come gran- 
dezze unicamente suscettibili di aumento^ e di dimi- 
nuzione , senza che siano determinate per se medesi- 
me 3 come lo sono i numeri , o per le cose che pos- 
sono rappresentare. Quando V Aritmetico diee ; sia il 
numero 147 che debba sommarsi , sottrarsi ce, queste 
operazioni sono determinate , e ristrette unicamente 
a quel numero ; cosi allorché il Geometra dice ; sia la 
retta A B da divaAlÉkjn* un qualunque numero di 
parti eguali^il suo problema è generale rispetto alla 
lunghezza maggiore, o minore della retta , e rispetto 
al numero delle parti eguali ; ma è d* altronde prò- 



.oleina determinato rispo^(o alia qualità d^la lìn<*a ^ 
•d alla gjjecie partieolare della estensione lineare. 
Infatti la sua soluzione non abbraccia la divisione in 
parti eguali delle linee curve , e molto meno quella 
Afiìiiò superfiicie 3 e dei solidi. Ma alloraquando TAl» 
gebrista iiivpreade i suoi calcoli* questi non si limita- 
no ad alcun soggetto «definito ; essi sono , eguaì^ìien^e 
applicabili, ed ai numeri ed alle linee, ed aiJe iw 
prer fiele , ed in somma a qualtinque cosa , ciie eia 
quanta* 

> Le Quantità Algebriche si esprimono per mezzo 
delle lettere d»U' Alfabeto a ,b ^c^ ec. al^- quali fre- 
quentemente fi uniscono anche i numeri affine di sem- 
plicizzare le espressoni compente di sole lettere. £* 
«so altresì, ma non regola essenziale, di denotare 
conio prime lettere a,b,c, ec-le (]| uan ti tà cognite, 
e quelle di grandezza costante, e di den<itare con te 
ultime x, ^9 ^' oc. le quantità incognite y e .quelle 
di grandezza variabile. 

42. Ciascuna lettera è preceduta dal segno 4- , 
ovvero ^— , (7) che indica comunemente la somma^ o 
la sottrazione con le altre , a cui trovasi unita. Pe- 
raltro cosiderandò in se stessa la lettera con notata » 
essa riceve dal segno -H , o — un significato molto 
più esfejso. che fa d'uopo ben concepire. Si alcune 
quanttà crescono , o decrescono in un certo senso ^ 
possono con cst^c cooii^ere altre quantità, che cres- 
cano o decrescano in senso opposto. Per semjnose le 
quantità a> h esprimano crediti , ovvero spazi per- 
corsi da uh grave, cadente, ovvero forze attraenti ec; 
vi possono essere nello stesso calcolo altre qantità 
e, dy le quali esprimano cose opposto, cioè de- 
biti , spazi percorsi da un grave ascendente , forze 
repellenti ec. Perciò qualora 1*^ prime a , h sicn no- 
tate col segno -f- , le altre e, d sì notano col segno — -^ 
o viceversa. IL siccome per la somma le quantif^ 
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cresooHo, e per la sot^izione dìmimuscono, €o«i 
queste doe opposte operazioni entrano nel cignifi^ 
cato generale dai «egni -h 3 — » molto più quando 
le lettere denotano quantità astratie da alcun «og*^ 
getto particolare. Pertanto le quantità precedute 
dal aegno H- diooosi generalmente /KuiVive^ cioè ere»* 
eenti, o decrescenti in un determinato senso ; . lo 
qantità precedute dal segno — - diooosi negatii^^ 
cioè crescenti, o decrescenti io senso opposto a 
quello delle positive 

43. Frequentemente aeeade di osare nel calcolo Iq 
stessa lettera ed in specie nella somma^ e nella moltipU* 
ea. Quanto alla Somma se avessimo per «stmpid 4-Ha-H, 
a+-tf-i~& si scrire compendiosamente 4^s-~2& , ed i nu- 
meri» che precedono le lettere dioonsi toefficiemi^ ì qnod^ 
mostrano quante volte dee prendersi » la stessa 
quantità Quando il coeflfìcìente non è espresso , esso 
è r unità, la quale perciò sempre si sottmtende 
congiunta aUa sinistra della lettere , che non ha , 
coe/fedentt. Quando non è espresso il segno esso 
è sempre il H-: il segno«^non si trascura mai. Co a 
h significa lo stesso che -^ \h 

44. Allorché una quantilA moltiplica ^più volte se 
niedesinia come iiX^X^X^X^ ù esprhne più seiur 

plioemente questo prodotto scrivendo a , come ah<- 
inanio detto riguardò ai numeri ( 7 ) ; ed il numero 
& coeì posto non solo diceu potenza, ma asbche pia 
comunemente esponente , perche es|X)ne colle sue 
ànità quante sono le lettere istesse , ohe si .molti- 
plicano fra loro. Cosi chiainato n un numero in* 
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tiero qnalunqve^ la quantità b indica il prodotto di 
un numero n di letttere h moltiplicate fra se. Le 

, a .3 4 .. » 

quantità ooU'esponente come b^ b ^ bec. invece di 



leggerli <!?oiii« sì è detto ( 7 ) b alla nconia , h 
atta ierxa , b alla quarta ec. lanciando la parola 
aottiutega potenza ^ Vi leggono b di due ^ h di irm , 
b di quattro gradi ^ e si lascia la parola gradi. Ve* 
dramo in seguito acca rata niente in cbe oo<*a diffe»* 
riscano le significasioni delle parole potenza, grado. 
Ritenendo per ora V idea della parola potenza ^7) 
gigginngerò che mia fjualnnque quantità b aleata 
alle diverse polìhnae si chiami rispetto a quelle \a 

loro roéSee. Dimanierachè b è rispetto a & la seconda 

3 
radice ; lo stesso b h la radice terza di 6 ; è radica 

4 sima n 

quarta di i; è radice n. ^ òk b Quando nella 
quantità manca T esponente tì n sottintende l'unità^ 
così 6 e lo stesso ohe ih è pereto si dice che b è f >o- 
tensa prima di se medesima, come lo è qualoutfue 
altra quantità -senza ^e^ponente. I segni <di raoltiplica- 
flione , e di divisiene ^ono li stessi di quetii già 
descritti pei numeri (7) . Ma nella moltiplica invece 
di scrivere a^b^c^^oittroa . &. e si scrive ahc\ 
vale a dire si intende (a moltiplica delle lettere 
seripendole di seguito senza alcun segno - intermedio. 
45. (^uaUin(|ue espressione Algebrica composta 
comunque di un solo sogno H— , o — - , di lettere , 
di coefficiente ^ e di esponenti , diceii termine alga- 
brico. La quantità^ che ha un solo termine come 

3 
-f-4<Bft dicesi monomio ; la quantità come a -4- * 
compesta di due termini^ dice»! binomio ; qudk che 
ha tre termini dicesi trinomio^ e cosi di seguito* 
In generale pei éfoesi polinomio la qaaniità compose 
ta di più termini. I monomj si diboao anoora ^a^t 
tità ineqmf leste ; ipoUnomj quantità complesse» 
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46. Queata <^3erasÌ0ae concUte imIU 
dei termini omogenei sotto oa «olo ooeTfÌGieiile. lo 
Algebra ^ono termini omogenei quelli composti delle 
medesime lettere , ciascuna dalle quali in un termi* 
ne abbia r esponente eguale a quello della lettera 
medesima posta nel altro -ter niine : ils^no» ediicoO" 
lEcionte diverso non toglie V omogeneità. Imonomj 

3afr, aab^ e parimente *— ei J, -t- 5ci d sono 
omogenei; sono ali* incontro ei^egeaei i termini 

ab^ ed, come ancora ab ^ ab. Allorché tratteremo 
della moltiplica «i '.potrà far conoscere la ragione di 
questa omogeneità. Ciò premesso la somma si ese- 
guisce con le regole seguenti. 

Prima. 5i pongane in colonna i termini omogenei 
coi loro respettivi Segni,. 

Seconda. Nei termini omogenf^i collo stesso segno, 
sia +«, sia'^^ si^sommano i coefficiemi^ e si pone 
nel totale, questa somma per nuovo coefficiente: vi 
si pongono accesi lo stesso ^qgno , e le stesse lette- 

12 2 

re cogli esponenti loro. Gosì Sa^^Za fimno la som- 

ma di 8a 9 e similmente — 4^a — 5a(==: — gab 

Terza. ^' / i ternii|^i omogenei hanno diverso 
segno*» d&I toefficieme maggiore dell^ uno si toglie 
il minciie dell' altro £' evidente che il residuo sarà una 
parte del so^fieietue me^giore, e perciò ne do- 
vrà ritenere il segna Quésto residuo col segno , 
che gli ^senviene sarà il coeffideme richiesto , al 
quale come nella passata regola si porranno accanto 
b slesse lettera cogli stessi esponenii dÀ termini 
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sottratti. Co«i Zxb — • 7,xh ± xb^ fyix — -^tfarsa-^-Stf» 
QuATta* se fra i termini da sottrarsi ve ne 
fieno degi eterogenei si scrÌTaoo nel toc€Ue quali 
tono aenea alcuna mutasdone. 

ESEMPJ 

%ab - Zae -H ffr - 4^ 

2 
fyojb -4-^ 6atf 4- 8^ 4- S^ 

2 



2 
faciale 6ùb ^ 2ae -H. lib -^ /^d -^ 6x 



ft 3 4 4 

2 3 4 

5d 4- 6a£Ì .Hi* 2 J 4- 6ax 
2 3 4 



2 3 4 4 

f!9/à2a ^ 2^ -H l6ad - Ld ^ 8flx -4- 2«a: 

SOTTRAZIONE ÀtìGEBRlCA 

47- Sottrare in Algebra non significa togliere ^ 
mdi BÌvv tro prendere la differeìna fra due quantità^ 
La differenza poi è ciò cne deve togliersi o aggiun- 
gersi all' una acciò divenga V altra (pautità su di 
eui ca(Jo la sottrazione. Cosi la differenza fra 4- 
Za^ e -H 4i» è 4-^ ; ed all' opposto la differenza fra 
-V- 4^^^ -H 3a e —a: perchè nd primo caso è evi- 
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dente che acciò -h 3a divengano 4^ conTiene aggiunr 
gerii -Ha; e nel secondo ca«o parimente è evidente 
che accio -f- /^a divengano -H 3a conviene toglierli 
a. Dopo ciò si ilitenderà facilniente che la JUff%\enza 
fra *-^5ab^ e-H/afr è -+- inab^ ed al contrario fra 
Job 5 e — 5ab vi è la differenza di — 1 2,ab. 

Per eseguirela sottrazione Aigèbr ca si" pongano i 
termini omogenei gli uni sotto gii altri , e siccome 
è uso costante di considerare sottraenda la quantità 
posta sotto all' altra 9 si prenderanno le differentà 
fra i ttrrmrU posti di sotto 5 e quelli posti di sopra 
nel modo già spiegato. 

Se nella fila inferiore dei termini ve ne fossero 
degli eterogenei con i superiori , si prenderà la di/- 
gerenza irà questi » ed il zero ; il che torna Io stesso 
che cambiargli i segni dal -H in — • , ovvero dal -^ 
in -f-. Peresèmpio se da — 5a -f- aA si deliba sottrai 
3a — bb — e, scrivo questa quantità sotto alla f^ima 
e dico ; Acciò Za divenga • — Sa. ^ , 

conviene foeheru 8a, Scgcno perciò • r- . 

la differenza — -Sa , e proseguo: 

Acciò. — fjb divenga -H2ft Differenza — ou-^r-jb-^-^c 
conviene ag-gtmgerli 7b;e 

s«^gno la* differenza -h ff^. Infine dico , acciò il -— e di^ 
vonga zero (cioè nessuno e, conforme si vede non esistere 
nella quantità 'superiore) conviene agiungere* -He ; e 
qui r operazione è tei^ninata. 

La ri^of^a della sottrazione Alc^ebrica si fu come, 
iu Aritrue^icn. Si somma cioè la differenza colla quan- 
tità so,ttratt9f ed il cesultamento dee essere 'identico 
c^n la quaqtit^ superiore » che dicesi anche T^ale. 
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ESEMPI 

iab »— dx -H iax -« d 
4ai — • 5x — 'fax -H 4^ 
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Di/f$r0nzu ab -^ Zoe 4- looaj ,— od 



8J — 4** +- 4^ '^ 7^ 
Sb — nab 4- 9^ — • 4^^ "^ ^^ 



««ta 



3 ^ 

^i/fermza 2* — - 24J* — Soft — 3rf -*- 2a<? 

'Biprova Òb •— 4^ -H 4^-—^ 7^ 
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APPLICAZIONE DELLA SO] 
SOTTRAZIONE AL&EBRICA ALLA BI60LU 
ZIONE DI ALCUNE EQUAZIONI 
DI PRIMO GRAIX> 



4S. Equadmrm è fegoaglianza di due qmmtità Cdm* 
plesse ; o inoomplèsse. Essa si atinanzia ponendo il se- 
gno =s fra le quantità, che si eguagliano eonforme si 
è veduto in addietro per molti esempj. Le parti eguali 
dell'" Equazione separate dal segno s si diianiano i suoi 
mambri'f a polinomio , o monomio posto alla sinistra di 
questo segno si dice il primo membro ; gì' altri termifd 
posti alla destra dello stesso seguo compongono il 
secondo membro. 
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Abbiamo accennato a principio del presente Capi- 
tolo che le quantità incognite A esprimono colle ulti* 
me lettere dell'alfabeto x, y ^ t^ ec., eie quantità 
éognite con le prime a^ b^ e ec. Qui adopreremo spesso 
per le quantità cognite ì numeri in vece ddle let* 
tere, acciò la teorica delle equazioni 5 ohe è della 
massima importanza 9 comparisca nel suo bel princi- 
pio alquanto più intelligibile ai Principianti. 

Le Eé/uazioni conprendono sempre le quantità «o- 
gnite , ed incognite miste in 8iversi modi fra loro , 
e si dicono risolute quando si giunge a determinait) 
il valore delle incognite per mezzo delle cognite. H 
metodo di risolvere le equazioni applicate ai Prohle^ 
mi si chiama inaisi Mattematica , ed anche semjdi- 
cernente analisi* 

he equazioni sono distinte in differenti 'gradi ^i 
quali prendono la loro grandezza da quella della /h>- 
ienza dell' incognita , di cui si cerca il valore ; ed ecco 
una dello ragioni per cui gli esponenti indicano olire 
la potenza anche il grado della quantità in cui sono 
posti (43)* Cosi r equazione a: -f- a = i -4- ce Ai primo 
grado , perchè V iucogtiita x è alla prima potenza (7) 

a 
r equazione x -h- px = ^ è di seconde grqdo , perchè l 
incognita x giunge fino alla seconda potenza. In gè* 
nerale x = a e una equazione del grado m 

(La risoluzione delle Equazioni dipende in gran par- 
ta dai tre seguenti princip) evidenti per se medesimL 

Primo. Se a quantità eguali si aggiungano, ovvero 
si tolgauo le stesse quantità, o quantità eguali^ le 
somme , ovvero i residui sono eguali^ 

Secondo. Se quantità eguali «i moltiplicano, o si 
dividano per la stessa , o per quantità eguali i pro- 
dotti, ovvero i quoti saranno eguali. 

Terzo. Se quantità eguali si elevano alla stessa 
potenza j a se ne estrae la radice medesima , queste 
potenze^ ovvero queste radici saranno eguali* 
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Fermiamoci ad applic.ire questi priocipj alle equa^ 
0ÌOQÌ di primo grado lu cui le incognita »ono gora- 
lUHte, sottratte 5 moltiplicate , o <iivise da quantità 
cognite^ e viceversa / moltiplicatori ^ ed i diifisori 
delle inoogaitc saranno per adesso senpre numeri 3 
fi elle non siasi tratt^ito delia Moltiplica^ e della 
Dii^isione Algebrica. 

Sia pertanto pro|K)sta a iisolversi la Equazionm 

2ix H— a:=J/ -^r-c 

L incognita x diverrà cognita se es^^a rimane sola 
in un membro; poiché allora egnagliertiil poliuomiO 
contenuto lì^VC altro membro, clie sarà compo.^to 
da numerile da altre quantità n<rte. Adunque acciò 
rimanga sola l'incognita x nel primo membro deda 
Proposta conviene togliere da questo la quantità 
-♦-^ 5 il moltiplicatore 3 , ed il dit^isore 4' 

Per togliere -+-a salva V eguaglianza, sottraggo m 
dair uno ^ e dati* altro membro , ed ottengo cosi ; 

3x = Ì4-c *— a 

Per liberare V incognita dal moltiplicatore 3 si v«^ 
da che bisogna dividere tutti i tennini delia e^«i- 
zé^ììe per 3 ; giacche così l' eguaglianza non sarà 
turbata. Fatta adunque tale divisione la precedente 
equazione diverrà; 

^ a: =s i 4- o — a 

— 5 

Infine sarà liberata V incognita dal dii^isore 4 se 
ti moltiplicano per 4 i termini tutti di questa ul- 
tima eqt$azion€. Con tale moltiplica essa diverrà; 

m = 4( ^-♦"-^^■^ ) 
3 
Questo nltimo resnitamento si chiama V equazione 
finale 9 ovvero la risohente , perchè esss appunto der 



^ 1 A ì; G 9 ir m A 79 

termina il valore ddla incogniia^ e eoa retta rito* 
luta la proposta equazione. 

Il modo di verificare la risolifénie consiste nel 
prendere il valore da lei dato delF incognita x ^ e 
SOS tituirlo nella Proposta , e vedere così se i polino^ 
mj dei suoi membri ai eguagliano* Nel nostro Gaso 
la Proposta è-, 3x^-Ha = *-Hc 

La Bisoluénte dà jc= s 4 ( * < ' ^ ■^ ^ ) 

Sostituendo nella prima invece di x il p^nomU 
4 (^^^ — ") si:' ottiene; 
3 3X4(^-Hc~a)-f-ass&-H« 

Ib 3 X 4 '^^ 1 * dnnqae la precedoito diverrà } 

cioè h-^^-^rr^b \ •€ 

Kosultamento identico che dimostra ad evidenza V 

esattezza del valore della incognita » dato dalla' 

Bisoli'ente. 

Vi è ancora altro metodo pratico per eseguire 
la stessa riprova ,. e questo cpnsiste nel sostituire 
alle quantità cognite altrettanti numeri a capriccio, 
e vedere dipoi se con tutte queste sostituzioni nella 
Proposta , e nella risoli^ente il valore dell' incognita 
vi sodisfa sempre ; cioè se sempre forma 1' egu»- 
lianza dei membri della Proposta. Riprendo per 
esempio la stessa Proposta ^ e la stessa Eisolvente 
che sopra 9 e faccio asS^ ^-9> c^ii. La Proposta 
con la sostituzione di questi numeri alle lettere 
diviene 3x-H8a9-+- il =ao 

La risolvente con la stessa sostituzione dà j: ^sc 



4^9-4- 11-^*)=» 16 Pósto 16 invece di o) nelift 

Propoiia^eila sari; 3 16 4- 8 = ao 

4 
ovvero la -4- 8=20 

Refiultamento esatto , che mostra essere 16 il valo- 
re di jp ne la ipotesi di tf^^S, i=9^ crii. 

Se si fetsse preso a = 7,i=t, c±5, avremmo 
avuto colla Proposta ^r -4— 7»= 6 

• eoa la JUsohenie ;v s^ 4 ( ^ — 7 ) -^ ' 4 

Questo valore ( benché negativo ) sostituito nella 
precedente dà il refniltamento esatto 3 X - 4 +-7=6^ 
cioè *— 1 4- 7 =r 6 4~ T* 

Vedremo più innanzi cosa significhino questi valo- 
ri negativi dello incognite relativamente al Proble- 
ma rapprcsen .'Ito dalie e^a^/oni: frattanto soggiun- 
gerò elle (a Risoti^eme espressa in termini generali, 
come appunto è ^ «=3 4 ( ^-H^ — a ), si chiama 

j 
ancora una formala ; e questa parola significa per 
se med'^s m i una espressione generale di tannini Al- 
gebrici 9 che indica le operazioni da farsi in tutti i 
casi particolari per attere il restUtamento richiesto. 
I casi contemplati qui sopra 5ono stari i diversi' va^ 
lori numerici dati alle quantità a ^ b ^ c\ qualun* 
que altro valore si fosse dato loro , si sarebb * tro« 
vato sempre vero il valore della incognita x neli* 
espressione 4 ( 6-hc^— -a ) • £* questa adunque una 

formala^ che risolve la Proposta io tutti i casi 
particolari. 

Ritornando per alcun poco alle regole prescritte 
per la risoluziene delle equazioni si osservi , che se 
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la Propoita di sopra fuiie atata; 

'óx «-^a =r:^4-# 

«i Mirebbe tolta — - a dal primo membro coll'aggiam^ 
germ H-tf ad ainb#dud i membri , • ne sarebbe re» 
eoitato 3x =ìh-o— « 

De questo 5 e da ogni altro simile esempio si im- 
para ; CAe per togliere un Hrniirf dà un menìbré 
di un tquazione salica la egualità ùom^iene iraspor^ 
larlo lìtll altro membro eoi segno cariato dal -H 
in —3 o dal *— ìq-h ' Questa trasposizione, di cui 
ai fò continuo uso corrispoude^ come vedesi, «1 
toglieie, o eli' aggiungere la medeiima quahtitìk 
in ambedue i membri. 

Sia in oltre proposta a risolverla TeqùaMné\ 

a 3 7 

Qui r incognita x ha diversi coefficienti^ diversi 
divisori ed è in ambedue i membri. Ihcbmincio dal 
toglierli tutti i snoi àivisori moltiplicando tutti i 
termini dell'" mputdone pel prodotto di questi istesai 
divisori 2X3X7=^^» ^ ottengo cosi; 

Trasponendo Ìox nel primo membro ed ]l«*>i68^ 
nel secondo 3 e riduoendo dipoi: in na solo coeffi- 
oente gli:c5 avrò; 

190; s=s i68fr -H 42a -^ 4dc 
Infine dividendo tuttft questa eqitazione per 1 9 %\ 
avrà la Sfsoii^ente ^ 

^ las l6d^H-4«fl— -42e 



^9 . , 

Volendo anche in questo esempio .verificare la 

risolvente 9 A sosiitnisca il precedente valore di- i 

nella proposta ^ ed essa diverrà^ 

6 
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òvrero moltiplicando tutti i termini per igaTreroò; 

196 *4-49^'^49*^- *^66=i 2oft-H-3oa^ 3oc-Hi9«- 1 9^ 
£ soininando i iermùù omogenei diciascua meiobro 
si ottiene infine T identità dei due membri; 

120 ft 4-49^—49^ =:l2ót4-49^^^ — 49^ 
49* Q^4°4<> ^ iacognìte sono più che una 9 !• 
9qua^or^ ài prilla gradp rÌ8oli4>iU con ì .prìncipe 
finora spiegali .doI>bonp essere jliintc ì quante ^ono 
. «ppiinto la inoQgnue. Se queste sieno . più, q misnp 
deU^ €(/uazioni 1» Ipro, risoluzione, spetta ad altro 
ramo di Analisi, ehe sarà trattato g p^rte/ più ip, 
avanti. . ^ 

Sieno per tanto proposte le di^ ^cquaationi a. dfi|t 
incognite x ^ y 

Sa;— 7/ 2 d( 4j^— 'ba^, 5f= * ^ 

S .... -5 »^ 

H 3net9do pi^. geftetjdi^^ % perci^ iloiigliorej t^i 
risolverle è quello d^ riduìrpi^ ÌQ;^^du^ una delle 
ifìCQgf^t^ Q^Vifi stesso coeffiei^TU^i il cl^e^^i fò rool- 
tiplig^ijidQ. fe;Ì9^cana equazione . pi^l pc^J/i^ent^ che Y 
'incognita da f laminarsi ha neir. altra. Le eqq^a^ 
cosi ridp(tQ si^somiRanp, o <si sodraggooi^ fra loro, 
•ecofido chje cp^* i/W^^ o coli' altrui d^queatfì op<t- 
rafioqi appa^ip^^x^hg Pi>i^/i«a collo atesfo coeffi- 
ciente si annulli^ o ("conie^dicesi) restì eì^minat^* 
Rimarrà dopo ciò una sola equazione con una sola 
incQgmtq^ ch^ si^risplverà «oUq foUt^. ^gol^ già 
prescritte. 

Vogliasi adunque ^neUe due EfOf^ste eliminare V 
incognita y; Jfotti]4ico quetta-TKMta a sinistra per 
4 e r altta alla destra per f piu^flri, ^ipbejlac 
9^ffif^^t ^•^'^ ed, ottengo} . _. _ _ . 



I^ aoroma è — ì3gx =2 ^a-Hji Equazione 

colla «ola inoognita x» a cui applicando la «elitis 
regole, darà la risol^fcrut ^ 

;t=-6oa4-lo5b 

AdeBBO per trovare il valore della jt già #/ii»i- 
nata potrei riprendere le proposte equazioni » e collo 
•tesso metodo eliminare j?, e trovare la risohente 
per r incognita y. Ma ai abbrevia d^ assai questo 
calcolo col sostituire il valore già trovato della x 
ia una qualsivoglia delle Proposte. Con sostituendo 
- *>6oa — 1 o56 invece dtetta or nella proposta Zx'^y = <^ 

139 "5^ 

ottengo i *-* 36<M--6Zft>— 7y = a 

iSgT 
E trattando questa colle solite regole ne deduco la 
risolvente ' jr ± - 2$ft-\-9* 

i39 
Se avessi sostituito Io stesso valore della a; nall' ^'^ 
tra Proposta 1^ -^ 5x ^ b 

3 
avrei ottenuto 4v-f- 100^4-1756 =:i 

X di qm la stessa risolvente jr^ ^- 25a4-y & 

139 
E* visibile che le daewisol(/en4f si debbono ve- 
ndicare od. modo stess4> precedeateraen^ Uaato^ed 
infatti sostituendo. nelle due Proposi^ i valori di 0^3 
% di y data dulie risolf^mei,^ ottengQ. . ^ 
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—1 oca — 'òSb-^i ooa^— 1 ^5* =& 

Le quali equazioni col poco calcolo che resta a far- 
tj« bì trovano avere i loro m€ìnbri identici. La pri- 
ma cioè ti riduce ad a=a ; la secoinda a b=r^b 

Questo istesfo metodo si adopra per risolvere uQ 
.nomerò <}ualunque di equazioni nelle quali sieno al- 
trettante diverse incognite. Per esercizio degli Stu* 
diosi proponiamoci di risolvere le quattro seguenti- 

3 j? — 2y H— a^ = t 
5a:— 3x -f- 7^ «a « 
4j^— • ^ -4-3z = li 
(rendo primieramente ad eliminare la je , e molti- 
plico perciò la prima e^iMmone per 3Xd = i5 , k 
seconda per aX^sx io , la terza per 2X3 ==6. Otten- 
go cosi tre equazioni in cui U x ha lo stesso coeili- 
ciente cioè ; Sex -^joy -f- i5z rr i5a 

3ojp — 2qy •+- 30/ =r lei 
Zox — l8« 4- 42t =r 6e 
Sottraggo la seconda dalla prima di queste, ed Iia 

licjr -^ l5z — 20/ =2 i5a — 10* 
Sottraggo la terza dalla seconda , ed ho 

— 20f ■+-• 1 8x — 22t = loi — 6c 
Osservo che la prima delle precedenti è divisibile 
per 5 ; la seconda per 2* Eseguite queste divisioni, e 
portatavi al disotto la quarta delle propotte lasciata 
di sopra , avrò ; 2a^-f-3r — ^t :ts3a— -2* 

— icy-^gz — ii/=r5*— 3c 
4y -h3-c— e r=rf 
Dalla prima di queste sottraendo la terza, rimane 

iSy — 3t cr 3a — 2* — d 
Dalla seconda sottraendo la terza moltiplicata per h 
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Adesso per V oggetto di eliminare / n!oIt^pIico pep 
8 la prima , e per 4 ^ «ecouda di queste altime 
eéfrxazioni , ed ottengo così ; 

144^ — 2^raE=24a — i6i — Sd 

,—> 66^^—24^ = l5A — 9c — 9 £f 

U sottraendo avrò; 2 1 qy = z^a — 3 1 & -h 9^ -f-<j 

£ quindi la RisoWerUé jr= r iiya * — 3i & -H gcA-'d 

Per trovare coU^ ajuto di questa Bisolvente il valore 
della IT jnondo Y equazione i8y« — 3/=:3a — 2& — ^ 
Vi sostituisco il valore trovato della y^ ed essa di^ 
Tiene 18 ( 24^ — 3 1 b-ir-^-^-d ) — 3xfc= Za^^ab-^d 

210 
De qoesta colle note regole deduco la Risolverne 
. / = ^70^ ZZa ^— 23t -H 38<< 

io5 
Per determinare il valore di js prendo Veipiàzion^ 

e sostitnendovi i valori già noti delie incognite y %^i 
arrò p^mieramente ; 

a ( 24^-3i/>4-9c-Hil)-a7c4"33a-H23t-38ii- H3g=^ 

£ da questa colle note regole la risoluente 

js£ =3 i3^-H3c-H-4y<f « — tja 

Infine per determinare il valore di x prendo h 
prima fra le Proposte cieè ; 2jc -H 6;^-H^z=: a| 
e sostituendovi i valori già noti di ^9 e di s, avrò 
primieramente ; 

£ quindi le RisofywP y=a 6a-H8& — Se»— > i^^* 

ai 
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Pertanto dalle quattro proposte so; -f- 6jr 4- ^ =3 « 

Zx • — 9.jr -f-2/ =t b 

5x — 3z -H7^ =c 

abbiamo dedotte le quattro Risalimenti 

jts*:6a -+-8i— 3c — 5d 



jr=:a4a. 


21 
— 3lft-4 


-9CH*-J 


Z:==i-ìZb' 


aio 

■+-3c4- 


47rf- 


-27a ' 


ù C3 a^c . 


io5 

— 32a- 

io5 


-23& 


4-a8rf .. 



Volendo con queste verificare la risoluzione delle 
Proposte 3 incomincio dalla prima di esue , e colle op- 
portune 808tituzioni ottengo ; 

2x=: 12a-Hl6£— 6« — 1 p J =s . 6oa-H8oft— 3<X>— *^orf 

21 io5 

6jr — Z ( 240 — Zìi-^gc^d) == 72a — 93fe-H'2yc-H3i^ 
t . . . io5 """ io5 

«==.•.* — ft7a4^i3^-^3c-^-47^ 

S soinmando sarà 2a? 4-6y-H -e = io5à == « 

come doveva essere. l.o5 

Parimente facendo le. debite sostituzioni nella 
seconda delle Proposte ottengo ^ 
3jc=36a-f-8i — 3c— 5i/ 



* m i 



7 
a*"— sy ss— ^Or-^ ^ 3c -tr 5*^ Adunque sommand» 

■ 7 ' 

sarà; 3« — 2^-H2^=r7ft^A 

7 
Cesi la terza dèlie Proposte con le opportune sestitu* 



zionì diriene 5jt== i ( Soa-^^oò — aSJ ^-^^Kc) 

21 

7^ . — 3z == 1 ( — 3ofl — 4o*4-36c-t*-25 J ) 

21 

£ aommaocio garà^ 5^ 4- 7^ — 3^ == 2ic = e 

21 
Infine fatte le opportune sostitusioni uell' nltinvft 
d«Uf Proposta avrò ; 

4?" = = 1 ( 48^»'— 62*-Hl 8c4-i2rf ) 

io5 
— f 3=jj[ 33^-i-23i— 270—38^?) 

loó 

3z== 1 (-8ia-H39*-H9c -f-i4i^) 

io5 
£ flommaBdo sarà 4f^-^^3z e== icgj =^) « 

10^ 
n giro delle operazioni che si è fatto per risola. 
Ter e le quattro Propoue non è gift T unico che dcb«- 
basi seguire. Queste istesse risolueìoai si possono 
disporre in moltissimi altri modi; come sarebbe il 
trovare la prima risolverne ' non gih per^» ma per 
ce, ovvero per £, ovvero per t^e cambiare così V 
ordine per trovare le altre Hisohenti . Si può anco» 
ara variare a talento le somiiiè , e le sottrazioni fra 
le equazioni ridoite 3 cioè invéce di sommare , o sot* 
trarre la prima colia seconda faro queste istesst 
operazioni fra la prima ^ e la terza ^ £ra la prima, • 
la quarta ec. Con tutte queste variazioni di modo s 
ma non di metodo, si troveranno sempre gli stessi 
valori per le Mcognite^ e sarà bene per gli Studio^ 
si che pratichino teli Variazioni per acquistare fran*. 
chezza, ed esattezza nel calcolo. 

Il metodo esposto per la risoluzione delle equa* 
)noni di primo grado a più incognite, come chò 
basii por sf stess!^ ai Fcobltoù^oii^ pjEéÌMri#tti«Btf 
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occorrono^ nan à il più generale , ne il più pronto* 
Afri altro nietodo per mezzo del quale dalle pro- 
poste il deducono immediatamente le riaolventi aen^ 
za alcun calcolo intermedio, e di questo metodo 
sarà trattato allorquando la teorica delle Equazioni 
larà applicata alla soluzione dei problemi. 

KOLTIFLIGA ALGEBRICA 

5o . E^ noto per le cose spiegate ^nqui che ogni 
Marmine algebrico è composto di quattro elementi , 
cieè ; Primo. Del segno ±: che lo precede; Secondo. 
Del Coe/ficiente , il quale allorché non è espresso è 
r unità ( 43 ) • Terzo Delle lettere ; Quarto. Degli 
esponenti . La Moltiplica Algebrica esìge le seguen- 
ti regole per ciascuno di questi elementi 

Regola pei Segni. Il segno 4-- nel moltiplicatore 
ijidica che il moltiplicando deve prendersi in senso 
positivo^ cioè nel senso medesimo in cui questo si 
trova. Goà se il -H a ha da moltiplicare il ±= 4f ^^ 
segno -H del mmldpticatore indica che il ±= 4 ^^^ 
prendersi due volte secondo il segno che ceso ha ; 
perciò il pr<Jtlotto sarà ±= 8. In generale adunque 

Il Segno «» nel moltiplicatore indica che il molm 
tipUcando dee prendersi in sehso n^gàtit^o, cioè in 
senso opposto a ciucilo in cui esso si trova . Cosi 
•e il — 5 ha da moltiplicare il ±= 6 , il segno — 
del moltiplicatore indica che il moltipUcandó ±r 6 
deve sommarsi cinque volte in senso opposto a 
quello che mostrano i suoi segni; dunque il prodot- 
to sarà=T:3c. Perciò in generale — -aXdfc:i=2 =^afr. 

Dopo questo ragionamento si conosce che la re- 
gola dei segni consiste nel porre il segno -H nel 
prodotto 9 quando i/!srtori hannp segni eguali o in 
4- 9 • in — - ; e nel porre nel prodetto il s^pio -«'. 



quando ì fattori hanno «egni disegnali; il ohe per 
supplire alla menioàa è baissimo espresso in que- 
sto dettato latino 9, signa eadem plus , Mversa minus^ 
Volgarmente si dice -+-• ria -^ fa Hr- ; -*- via — ft 
..«^e — via*— -fa-H; ma queste locuziaiMtatuite 
dall' uso sono affatto inesatte , poiché non seno i 
segni che si moltiplicano ^ nia sivvero le quantità^ 
in cui i segni denotano soltanto T essere positii^o^ 
# negatii^o di quelle. 

Regola pei eoefficiemi ^ e per le lettere. Sia da 
moltiplicarsi 6a per b : ciò significa che la quantità 
^h dee moltiplicare il polinomio à -ho -Ha 4- d -Ha, 
•d in conseguenza ( 44 ) il prodotto sarà ai -h a&4- 
tfJ-Hoft-Hairr &ai. Cosi se debba moltiplicarsi 
Ha per 3b^ ciò significa che il polinomio i-Hi-f^ 
dee moltiplicare V altro polinomio a^a 1 a } -a | a " 
Dunque per Y esempio precedente i tre prodotti 
saranno ; * ( a t «a i ^a-h^-^a ) rr 5€ik 

h ( a \ ' a \ ^a-^-^a-k-^ ) =tr 5a5. 

t» ( a-\'^aA--a'^a^a ) == 5a> 
Ed in conseguenza il prodotto totale di "àby^òa =r 1 bàk 
Non è difHcile V estendere questo ragionamento 
a due qualunque numeri n»^ n^ che sieno coeffi^ 
denti delle quantità da moltiplicarsi , come per esem-* 
pio maYjib» Il termine ma è un polinomio abbre- 
viato di un numero m di quantità a; così nÒ è 
uno abbreviamento del polinomio di un numero n 
di quantità h. Ma by^ma =s usai ; dunq^ae somman- ' 
do un numero n di questi prodotti ^ conforme indi« 
ca il moltiplicfuore nb ^ si avrà nbyjna sa nmah. 
Ecco pertanto dimostrata in generale la regola ; 
Che i coeffiùienti dei fattori si moltiplicano eome ùi 
Aritmetica^ e che il loro prodotto è il nuovo cee^ 
/fidente da porsi alle lettere fra loro moltiplicate ; 
doè come si sa ( 44 ) ^^^^^^ ^ seguito senza alcun 
segno imennefKo.' 
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Se i coeffici^tì m , n fossero fl-aKÌoni la regola * 
ifimane la stessa ; così 2aX5b— i5 ai. Infetti collo 

• 4 7 28 

stesso rasiòciaio precedente si argomenta che 
Sa X 56 = ^i5a6; ma questo prodotto è sètte PeLf 

T . 4 

ràaggiore dsl vero , essendo che il fattore ab è sei- 
èé voUe più grande di Sbj dunque il vero prodot- 
to è llHtb . j 

. Bagela fier gli esponenti. Seeondo Tidea data 
finquì degli esponimi, ossi sono numeri intieri, e 
positivi^ che colle loro unità mostrano quante volte 
ji ripetuta una quantità nel prodotto per se mede- 

• ; 5. 3 

sima (43 ) • Adunque «icoome a X ^ indica aaaaa 

,538 

X ^>^ =^ aiuusaaaa , sarà n X ' 3= ^ » ^ ^^ generale 
m n m-^'^n 

^.X^=^^ • Pertanto \A moltipiica ii una istess^ 
qiifitntiàà affetta da di\^ersi esponenti si effettua pò- 
ìmndo la somma degli esponenti per mioyo esponen^ 
se nella quantità medesima. Questa regola si esten- 
de ancora al caso degli esponenti negativi , e fra- 
zionari^ ma di questo caso parleremo a suo luogo. 
, Se le quantità sono diverse , ed abbiano eguali 3 o 
diversi esponenti » è visibile che si intenderanno 
ipoltiplicate scrivendole di seguito coi loro «tessi espo- 

3 2 3 a 
ngntì. Così ay^b ^=: ab. 

Premesse queste regole la MoUipUca Algehrica a 
eseguisce presso a poco come TAritmetica, In que- 
sta eia scuna cifra del Moltiplicatore moltiplica tutto 
quelle del Moltiplicando: nella Algebrica ciescuii 
«prnuoe di im /attere moltiplica tatti ^el^ $L«ii' 
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altro /attor: Dipoi se in questi prodotti paraiali vi 
sono quantità onut^eme, esse si sommano , come ap" 
pmìto si ik dei prodotti parssiali Aritmetici. 



( 5a 
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Fattori 
Prodotti 

• * 

^r 3a . . é i5a — -6flJ -H 3ac 

a 

p er-2c, — lOflc-HA^^r— 2# 

a 3 
T Si 

Fattori 



t 8a -—Sc-H^i 

/ ^ 2 3 

^ — Q,a^-^lc — Zd , 



Prodotti 2 4 2 '3 « 

3 2 :j 6 3 

;>cr — f« ...... — 56aia4-»5# -—adtfJ 

a» 3 ^ 

/ ^ -^3J ; , , .^^24^ d^tóei'^i^ 

'^ 4"^^ 0, 3~ 6 fl 3 2 

Rotaie -^ !&»-*. 46Ac-i-r35c--32arf*-i3#<J~i2rf: 

5i. Le quantità eépressd da'uaa feòla lettant éo*- 
m^ a, *,' e ée^ Htèotìie qmlle che liànn<y per 
esponente tacito F unità ^ pi cOdono avere una sola 
dimensione j i prodotti di dae lettere iempUci come 
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4&^ &c^ eJ, ec. 9 ù dicono quantità dì dne dìmto- 
flioQi. In generale il numero deJie dimensioni di un 
iermine algebrico ai conta dalla somma degli espo' 

4a3 
nenti delle sue lettere; a b e e un ternnne di 9 

mi 
dimensioni \ a; j^ è un termine di m^t dimensioni. 
Dagli eseinpj precedenti , e da altri che sì avran- 
'no di moltipliche algebriche si impara •> Clie se £ 
termini di ciascun fattore sono tutti del^e stesse di-- 
mensioni , 1 termini del prodotto auranno tutti tantm 
dimensioni quanta è la ^omma delle eUmensioni dei 



ternani dei fattori.. Così ( 5a -h ^ab -H &<? ) 

3 2 
( 3a *— 4^& ) darà un prodotto in cui ciascun ter* 
mine avrà cinque dimensioni. L* osservazione snir 
omogenetà dei termixii del Prodotto relativamente 
alle dimensioni dei fattori è utile a prevenire gli 
errori di calcolo che si potessero commettere «ella 
moltiplica. Nella risoluzione delle Equazioni digra^ 
do superiore al primo vedremo altra pin importane 
f% utilità , che nasce da questa istcssa osservazione. 
Del rimanente la parola iimemsionie è stata ap*- 
plicata ai prodotti della quantità alquanto abusiva- 
mente, e perciò alcuni Hattematici ritengono il 
nome di grado invece di quello di dimensimne. 
Questa prende la sua origine dalla Geometria ^ la 
quale considera e calcola le tre dimensioni àeìY 
estensione di un corpo. Vi è analogia fra il 
prodotto di dne quantità, e quello della lunghezza 
per la larghezza da cid resulta la superficie che ha 
due dimensioni: vi è pure analogia fra il prodotto 
di tre quantità, e quello delle tre dimensioni ^ che 
costituiscono un corpo» ma poiché le dimensioni Geome- 
iTi$hc non sono olia tre^è assurda Tlimmetterne un 
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numero ninggiore, come si fa nei prodoni aìg^TÌó,. 
IVidi ortanfe, atteso fuso omai invalso, e conside* 
rafldo fi' altronde che il grado si riporta diretta^ 
iiìeate aìTesponeme, crediamo opportuno il rite- 
nere la parole! dimensione nel senso istesso prece- 
deuteiiìcnte spiegato 

ò'i Neir eseguire la moltiplica Algebrica può fre- 
quentemente succedere che un prodotto di più 
lettera come ab ed venga talvolta coli' ordine air 
f abet ico , talvolta venga adhc^ talvolta cbad, o 
con quulsi voglia altra perumtasioue dello sfes^e let- 
tere Sembra naturale che questi prodotti debbano 
essere tutti eguali siccome quelli^ che composti so- 
no degU int^ssi elementi « e ch« perciò sia indifferente 
qualunque permutazione delle lettere: non ostante vi 
si può applicare la seguente dimostrasione. 

Sia primieramente da dimostrarsi ab ^ba. Faccio 
^sc-f-«], e sostituendo sarà itc-^a^ca-^a. $e 
non è oc = ca ( nel qnal caso sarebbe ab ^ ha) faccio 
^ *^ -V- 1 ; e sostituendo avrò imI h* 2a = ai2 -i^ 2a 
Se voglia ora negarsi a^fxiia faccio da «4- I3 e colla 
solita sostitnsione avrò ae -^^^^ezea^da* Proseguendo 
cosili discorso colle successive ipotesi di e=/-Ht. 
y~^4^leo. ci ridurremo infine ad un ultima quantità 
^=14-19 nel qua! caso T usata sostìtuQone darà 
A -f- /la = a .^H /za 3 posto n quel numero corispondent« 
a tale sostituzione^ Questultima aquaziona eoi membri 
identici prova V equaglianza dei mèmbri di tutte le 
precedenti : dunque ab:zba 

Se il moltiplicatore b fosse una frazione b^ »i 

porrebbe i' s e -4- 1 , si sostituirebbe c+4i 

US 
invece di 6, • si farebbe di poi lo stesso ragionamento, 
Debbasi in secendo luogo dimostrare che il prodotto 
tic n mantenga lo stesso per qualunque permuta- 
sene fralesue lettere. Pongo ^a invece di ofr , già 



jovece ói aigim dimoatrati «^ualì ed ho , . . mbó = bM 
Pongo eb invece di &# , ed ko parimente . . . tibc = aeb 
Vougo nel prodotto tee, il prodotto «a invece di oc, ed 

ottengo èacsiom^ ed in conaegueusa aft# = bea 

Xl«l prodotto ae( pongo cm invece di oc, 

•d no oéb ovvero , aie = cai 

N#l prodotto éfia pongo e* inveeQ di bc 

0d ho bcas eòa dunque ^ncho abc^cba 

Cessando qui le permataai<>oi fca tre lettere; 
•e ^ prodotto . no contenga uit nuvaero maggiore come 
(^bcd^ alffkie eù. permuto le lettera, come aopra a dna 
a dne^ dipoi a tre a tre3 quindi a quattro a quattro ec. 
• con lo stesso progresso ^ ragionamanto , potrò sera- 
pio dimostrare ohe per qualunque permutazione dcUe 
.letlore i prodotti restano sempre eguali. 

53. Passiamo ad- applicare la moltiplica olla di- 
inostrazione ^^ dì alcuni importanti teoremi , dai 
quali apparirà una piccola prova dell'* immenso van- 
^^Wggio dell' Algebra sovra lo altra scienae» cheado- 
prano geaeralmettte Innghi. ragionamenti ', dove 
qmsta con brtvi ;, o sempUoi : operaEiooi riduce le 
diiaostraaioni ^'.evidenza diciatto. Sieao portante 
proposte. le s^oenti raoltipliclie. 
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9roiotto à t -Jo* 4^'3a* 4= t 

I 
» - • * I 

Dàlia I moltiplica tmtsi »dimo«trato : Che il pré- 
dono della somma ài due quumhà per la differenza 
ìeró egua^a la differénìs^frà iquadruti, eióè l^ 
seconde potenze di questa ^qikmtità. 

Dèlia -41 rfesta dimpistràfo; 'GA# il ìpia'draio i ò^ 
vero seconda potenza del- binomio a ±z b eguaglia 
la somnia Ai qtAodrati di qiieste quantità ±i^it doppiò 
prodotto di ìànà pelt altra, 

DalM IH resta dimostratd : Che il ciAo , cioè Uà 
terza pótenzd\ dèi hinemio a±z b eguaglia là sojhma 
oifvero la differenza dei cubi di queste quantità ,±t 
il triplo ' del prodotto idei quadrato della prima per, 
la secónda^ e di più il triplo^ del prodotto del quadrate 
della seconda petia prima» Pjeraltro al termini del 
euho A può dare oÉa forma an^a pà. aemplice r>-. 

? a 

flettendo che invece di db:3a&-4-2a& ^ p0Ò/. porrà 
'±=3a6..(«i=&). Così il cubo di un biaòmio sarà 

a ±= 3^ ( a^t^ky i=J b^ ;CÌoè ^Q9mprfnd^à i.^bideUc 

quantità ch^ f(^dnano i^ .hiapmio 9. :^\ i^t.^fP^ -^^^ 
prodottQi' di queste pel binomio medesimo. Quindi è 
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3 3 3 

9Ìon« M =3irtf&x-Ha ±=&* Kesultameato che Iia 
delle applica^iotii di aomiivo rilieTo, come redremo 
m Buo luogo. 

54* GoDsìderando la formazioae del ^uadnuoy e 
del cubo di un binomio si vede, che dati due qua- 
lunque dei suoi termini si può faciimente trovare 
il rimanente; il bhe si dice coinpire il quadrato, 
compire il cubo, lùd in quanto al quadrato^ ohe (comt 
si sa) contiene tre termini, possono esaere dati il 
primo ed il s#K;ondo, evvero il primo ed il terzo; 
perocché il secondo col terso sono lo stesso caso che 
il primo col secondo. Debbansi adunque ridurre a 

a 
quadrato perfi^tto i dna termini a -4- dia; si vede 
che il terso termine mancante à il quadrato della 
nietjL di 2b meitipUuuora dio. Perdo aggiungendo 

2 2 il 

questo quadrato b^ sari a 4-» a^a h- b il quadrato 

oempito del. bistondo o-h^- Con x ^ p^ vl riduce 
'4pMadrato perfetto aggiiuigeudpvi il quadretto dell^ 

metà di =9= >9 9 cioè -H/y •!» tal medo si 



\. 



ottiene x =p px ^ p qnadréno perfetto del iwie- 
'tbìo X s y p * 

2 A 2 

Che se fossero dati i due tertnini estremi a -H & 
di un quadrato imperfetto di tm binomio , è evidente 
che il termine mancante sarebbe 2ab^ Cosi ae sivo- 

i 2 

fcsiè (Compire un fito^hiEeo cogli estremi xp -^ y^ 
il termine mancante sarebbe SLx^py* Da questi 
esempi risulta £ieilmente la regola da tenersi in 



Anche il cmIi^ , oppure /«t^a pot^n/^ del ^o^ 
mib, Qon offre graqde difEeoltà per compirsi allor- 
i;hè ne «ono d9ti due termini qvaluaijpi^. $ìexfif^ pri- 

ijiieramepte dati i primi dye , come ^y: -^ i ^ • 
E" chiaro che il coefficieme b rleve essere il triple 
del £ecoqdo teruùne dei bia^mio di ^|ii si TUQlf il 

ente perfetto; hnsl era dunque uggiu^gfi^e & y 4 ^. ft , 
3 sa 3 3 ±7 

acciò X '•\- b X -^ h X - K ^ s ia il coAo compleio 

5 e/ 

del binomio x*H &. Siniilmente sefosserdatii ter- 

"3 3 3 ft 

mini primo , e terso a: -^- « ^ , è chiaro che a 
deve essere il triplo del i^tiadrato del seoondo ter- 
inii;e del binomio di cui si ba da compire il cubo: 
onde è ohe questo t^econdo iermioe sarjt # • In con* 

3 a n 

segoenza il cubo completo sarà , x -k- a x V^3 -^a x 

3 3 2 

-+-*a. Ma ({ualora si volesse che x -k- a x fo«- 

sero il primo , e secoodo tarmine del cobo da com- 
pirsi, eome oel caso proposto in primo luogo, al» 

lora a dovrebbe essere il triplo del secondo ter- 

X 

roìae del binomio^ e perciò il suo cubo sarebbe cem- 

3 3 4 8 

pito sotto questa forma x ^ a ^ ,j ^ a^\ r- -a . ^ Sia 

7>T ZJX 
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inoltre da compirsi un cubo di cui sieno dati i ter - 

mini medj a« -4— ftar . E" evidente che il primo 

3 
termine di questo cubo sarà x ; per trovare P ui- 

3 
timo; io suppongo y , ^ dalla formazione del cubo 

a 
ii sa che deve essere a=Es3^ ^ b =: 8^^ Da queste 

^ue equazioni ipotetiche deduco y ^=1 a ^ y z=r. h . 

"1 ■ ■ -3- 

A<J^oq?® ^^à pojssa compirsi il €iibù proposto non 
^ebbonq ^^^r dftti ^ caso, i coefficienti a , *, ma 

deb^honq Ossei^pe ^l^ ^l^e si^ a=?:3fe.In questa ipo- 

3 2 3 

tea il m^ perfetto n^jj^ :y •4- ax -h- <:p h- a , 

ovverai « -sts^^? '*^*^4riftV'*,e^ ancora 

X ^ qa^ 4- * a? - V g» , Infine se i ter.-aini dati 

9 ?- 3 ■ 

fossero gli ^strerai ^^me a^ -^ f è viaij)ile che il 

3 a 2 3 

Ctt*o completo sareJt)he c^p ^- 5c a; 4r- 3c:«? -H e 

55- Volendo estendere le f^mofe del quadrato ^ 
e del etti© di un binemia a qu^te istesstt potenze 
di un polinoinia qualunque, si doyr^b.be %e la mol- 
tiplica di un trinomio a^b^^ una e àìffì volte ii^ 
se medesimo , poi di un quadirinomip ^-f-J-v^c-nd , 
quindi di un quiruinomio e così di seguito. Ma ri- 
escirà molto più facile, e pronto il resujitamento di 
^ue£te istesse moltipliche usando il seguite artifizio, 



.a t 

n quadrato del biooinio «-v-4 è a 4- 2«^*f- ^ | 

a 
VoleDdo ( a \ ' b\ ^ ) facciasi 0-^=3 a*, e tari 

( a\ 'ò \ 'C ) =! ( a'-f-e ) =3 a' -4- 2ii'«t -4- e 
Kiponendo a-f-5 ioYece di a^ in questo nltimo n^ 
sultameato^ sarà; 

2 2 9 2 

( a \'ò \ ''e ) =: a -*- 2aJ -+- J -f- 2 ( a-K* ) e -)- e 



Vogliasi inseguito (a-HA-4-e+-rf). Faccio a-f-*-^«==»'' 

2 ^2 a 

e sark ; ( < m ^| -c4-rf )==(«" -h^) ^za'^-^QO^'d-^^d ^ 
£ ponendo an— &'i--c invece di a" neif ultimo resul*- 
tamento , avremo ; 

222 a 

(a-4— *4-c-Hd ) = a -«— 2flÌH-i 4-2 (a+-t)c-Ha -f-a 

2 
( a-v-ft-Hc ) J -H cf 
Proseguendo in tal guisa a formare il quadrato di 

a 

un polinomio qualunque ( o-hìh-o-hJ • •• ..4-1 ) ^ 
si vede che sarà in generale; 

2 2 2 2 

{a-h ^ \ ' C\ d . . -f-r ) = a -f-2aA-H^ -H2 (tf-V-i) c-M^ 

2 2 

4-*2 ( fl-H-*-<-C ) ii+- d . .4-2 (a4-i-h-c4-rf. . 4-^ ) / 4-^ 
Dalla qual formola si impard che \ Il Qaadrato 
di un polinomio ordinato nella serie dei suoi tenni-- 
ai contiene ; Il quadrato del primo termine , il dop- 
pio prodotto del prima pel secondo ed il auadrato del se- 
tondo termine : dipoi il doppio prodotto dei primi 
due termini pd terzo ed il quadrato del terzo. 
K successivamente sempre fino ali* ultimo termine ^ 
U doppio prodotto della somma dei termini prece^ 
iknti pel susseguente , edU quadrato del sussegf»ei^e% 



• • 






Lo stessa ragionameiito si applica alla forroasio.* 
tie del cubo di un poHnoimio, Infatti il cìsbo di 

3 l 

UH binomio o-h-* è a -4-- Zab ( o^-ft ) -4^ t : Tokmdo 
il cubo di aii trinomio m-rf-e-c «i ponga a-^=a*^^ 
od avremo ^ 

2 3 3 3 3 

( a-|-*+-c) = ( a'-H# ) = ^' 4-3a'a( a'-H<j ) -Hc c=3« 

3 3 

3 3 
Cello stèsso calcolo si ottiene; (a-^i-4-c-Hd!)3c: a 

■ ■ 3 * ' 3 

^4^3^^ ( « -h-ft) 4-i -H3c(tìH-J)(a4-A4-c)4-c4-3rf (o-f-t 



Ed in generale; '^ 3^ 3 3 

( a-H*-4-K?-4-4l . . •' •-+-* ) r;sa -+- ZabXn^b ) 4^ 4— 3« 

( a 4-ft ) ( a4- J-h?.)^ +- o, 3 

^ 3i/( tf-Hft-^ ) ( ^-e«-tr?^4> -b?(- • •. • • • 

-+-3^ ( <^*-M?-WÌ • t-H^ ) ( a-e*-HP-4r-4 • ., •4-^ ) 4-^ 
j\dimque. il cafro di un polinoii\ÌQ» ordìnc^to per la 

serie dei suoi termini contiei^e \ /( cubo, df^l primé^ 
termine ^ il triplo del prodotto^ de^ primi due termi' 
ni mohiplicato per. la loro sofjin\a , ed il cubo, del 
"secoìido termine : dipoi il triplo, del prodotto del ter- 
zo termine per la somrna dei prijni d^ie moltipUr 
cato per la somma di tùjtti ( tr^ , «^ il cubo^ '<fc/ 
terzo termine, E (ftUndi successiyameut^ sempre il 
triplo del prodotto del termine susseguente per;. ^ 
S9mma dei precedenti, e per la somma di ifuem col 
smsegueruei poi il cubo del susseguente^ eosijin^, 
àlP ultiìno termine pel polinomio. 



» i ..A L Q K « »• A ioi 

Se si prenda il cubo dei binomio espresso nella 

3 ? a • 3 

sua forma primitiva a -H 3ab -^Zab -^b ^ si potrà 
dedarre dalla /ormola istJBssa tro.vitCa qui sopci^ la 
serie aaalogii df^i t>erQiiiu del eneo di no pplipoipìp^ 
qualunque, Ktprendo pertai^ty h citata fori^bi 

3 3. 3 . 

(fl-*-*4-^. .*./) ;7|itH344(0-f^)-H^rV-3c(4-H^) 

(«H-*-Hc)4-<?. >«.^*-t ••«•*«• « , 

■ i. ^ 

.... 4- 3^ ( a-H*-WJ •••+!•(<)( tf +-*-HC . f • ,-t7-/ ) H-^ 

Eseguisco la moltiplica Accennata con Iq parentesi ^ 

badando a lasciare acceAOati ;9oltaotp ^ prodotti dei 

quadrati che nasoòQo da télf^^moìtifii^* Così otteo- 

gò jprontanieate i ^ . , , 

. . .3 3 2 .a 3 . ; . « 

« 3 

d a 3 

: : -+-^3 (a4=*-irc i . . ^$) i-t^à (a-H*-Hc . . ^$) $^è 
la quésto aspettò il cubo di uil ppliildmio contiene; 
// ctàbò del prima sérmirié , il triplo prodotto ^ del 
quàdràió del prtnió pel secondo ; d triplo prodoitìk 
del quadrato dal secondò pél primo \ ed il cubò del 
seconde. Dipoi U tripla prodotto àel gtlùdrató dei 
primi aué termini pel tétto il triplo prodotta del 
quàdràió dèi fjsrzà pei primi due / ed il cìÀè del ter^ 
ze. jE àucceiui^amehte sèmpre il tjrtplò prodotto del 
quadrato dei termini precedètui pei susseguente^ U 
triplo prodotto del quadrata del skssìégiièrità peh tuttt 
i precedenti; ed il cubo del susseguenti , /inchi quà^ 
hto nmn sia t ultimò sermif^. 



Dea Faincivf 

DIVISIONE ALGEBRICA 

56. Questa op^r««bné p*^r lo più non m effVrtua 
fle non «{aando il DMsore è submuliipìo del Dhiden- 
ilo , o almeno rii una parte Hei suoi t^ennini. Negli 
altricasi la divisione si accenna a fosru'ia di rotto 
•ome a , cv— rf , m — *>> ' , La Dwisione A accenna 

b a-^b r-^^a 
ancora ^rivendo ( T ) a: b ^ e— rf : ^i-h6 ^ ma <joe- 
sto nipdo noa è troppo u-^ato in (|ue.<^:to 8en^o. E<.«<o 
ha un Magnificato estero oltre la semplice idea della 
divisione^ cUe bara spiegato a «uo la'»go. 

Escendo proprio della di(^isione. che il quoto mol- 
tiplicato pel divisore debba produrre il dit^rdf^/ido ( ? 9), 
le regole per eseguire la diifisione Algebrica si f|«- 
durranno tutte da rjuesto principio , pia todto che 
da dimÒstraeioni diretta 

Incominciando adunque dai segai; siccome -H^X"^^ 
mi±z ab j così -^ ah -=3 ±l ft. Perciò ( usando il vol- 

gare linguaggio) il -h- nel -+— sta -H ; il r*^. nel — sta — . 
Parimente siccome — «X ^^* =qpai, avremo 
^ab = ±zb j cioè il — nel — ita •+- , ed il — nel 

p— 'a 
-+— sta — r. Abbiamo pertanto nella Diì'isionfi rispet- 
to ai segni la stessa regola della Moltiplica ; signa 
eadem plus, dii^ersa minns. 

Regola pei coefficienti^ e per le lettere» * Poiclii 
nella moltiplica abbiamo L^ày(^5b ^^loab ^ sarà nella 
Diwione "20 o ^ =: 4. q. Da questo esempio, che si 

può estendere a qualunque altro si Te<Ìe , che nella 
Divisione algebrica i coefficienti si dividono comm 
in Aritmetica ^ e le lettere eoinuni mi divisare ed mi 
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^dividendi) si cancellano nel qjuóto ; ritenendo in qùà^ 
sto quelle lettere che sono nel dividendo, e non' nel 
dii^isorem 3 

Regola per gli Esponenti. Nella moltiplica o^X 
5 2 8 3 8 3 3 

ab=:ab dunque nella elivisione abz:^ai Cioè 

a o 
nella divisione gli esponenti posti alla stessa Ietterà 
si sottraggono , e nel quoto si pone la lettera istes' 
sa coli* esponente eguale alla differenza fra gli espo^ 
nenci, che essa aveva nel dividendo > e nel divisore* 
Premesae queste regole la divisione »i eseguisce in 
Algebra pr<^80 a poco come in Arimelica .Al Divi- 
sione maggiore. Bisogna però avvertire di disporre 
i terruiii del dii'isore ^ e del dividendo in modo chi 
gli esponenti della stessa lettera diminiiisc '«ano gra- 
datamente da sinistra verso la dèstra: questo è ciò 
che si dice ordinare un polihomtò. Edco Mentii éeetik^ 
p) della tìtvtstofiè così ììréinaiAk 
tìti^tiore 

3 à 2 3 

Qièòto ii-^àa^ -^- Zat ^-^ h 

4 5 

Zab — b 



a 3 

é^-^Q,bdJ{^h bivi 

d 4 32 23 4 ^ 

a^-4 5ai -H loa &-^ loa i H-^ 8^^A t^ 
54 3 2 

4 32 2 % 

^^Zab'^^b'^loab 

4 3 2 2Ì 

•2-i3a&-f-*6aft— 3^* 



■ME 



11^ fkintifi 

tfiffkrèhza Mia quantità ìi - nZtù 

3 ^ ft 3 4 

' *2 ^l '4 
-H3aA — 6tfft-H-3tfi 

2 3 4 5 

« 3 4 ^ 

^4. 5-. 

t)Mdmà^ Divisore 

^ i4-ji«|p» - 4 3 2 2 2 4 



« t I 



• • < 



4 • 

4 3 a 

a m — a in 



•ji 



3 2 

3 1^ % 3 
■\^a m -^ m tn 

— a iH 

2 3 



■ ti 1 



4. 5 



5 



Ài^onz!^ • 



• £/r/2 4— ?5^ 



QamitDQ<|tte la Divisione Algebrica raramente si 
adoperi quando il Di(^sore non è submidilplo del 
divìdendo , ne dtir^mo pare V esempio ehe' segue. 

D ivisore a-HÀ | Dii^iderìdo m 

Quoto ni — hm -^bm w - Hfeyyt 

« ^ 3 a 






à 



■ H * 

r . 

a 

à Z 

■ ..a ■ -3. 

a a 

_ ■ — f 

Mesto .... — & m 

m 

3 
3 '^ 

SMsm {Progredirà oltns il vmt o b w> « voifte tih 

2 
a 

2aesto caso di divisione che il ^ uoto è una serie in- 
nifa di termiai di cui 'è facile conoscere la Icjgge ; 
onde è ohe tutta ({uesta operazione può mettersi inet- 
to la forma della seguente e^udeioti^e^ 

3 3 n 

m =2 mX 1 ->— *. -H * -* i *= * ) 



2 3 u. /»-t-l 



1"6 TRtNCIFI 

nellj qual fonnula in(cnde/^i coli' esponeate n uAOti''^ 
inoro qualunque iihinio della serie i^ 2, 3 4 ^* 
eil ii seguo -H dovrà porsi se questo numero è pa- 
ri , il segno — se è dispfiri. 

5j. Cipiglio a considerare ti secondo esempio di 
5 5 3 

divisione a -^n» dal quale si è avuto il quoto o^^— 

3 2 2 3 4 

am'\-^am'^afn'J^m senza avanzo. Se questa istes-* 

ia divisione si facesse nell' esempio analogo di x — ] « 

K 1 

si troverebbe il quoto parimente senza avanzo 

i»-l m-a m-3 
« -f- « 4-x • . • . . -H oj -H- 1 , semprechè 1* 
wsponéme in sia numero intiero » e positivo. Dividen- 

m 
dò altred x — 1 per x —[a si avrebbe il quoto 

tn^l m-a 2m-3 ji»-l wj 

«-HSfcr-Haa?. ..i.-+-«d: coli' avanzo ii^—1* 

wi OT— 1 2 m-2 4 ''*-"3 

Si troverebbe ancora x-^i =i:a?H— «±-4— «Jr 



li * 4- 0( « eoli' avanzo is-^ i » £ seguitando a aiti- 

m 3 4 

dere lo stésso binomio a? — 1 per ap— *tìJ ^ iU— ^ . < ' 

X"^» A titolerebbe t*o iqiioit analoghi ài préèfedéb- 

3in 4m (i7i^l)i>i 

ti cogli avanzi « *— 1 ^ «j — 1 i *, i . «-* 1* Sop^ 

ponendo adesso «=11* avanzo dèlia diVisioti ^ ^-/ 
h w§ro] % perciò, ó;-— ^ è in qàèsta ipdi«9Ì nihnUU- 



} 
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fiplm del bimùmio x — * 1. Ma se »:=;:» ì^ anche 

a=r l=:i, flt=iX=l, flt =1 =3 1.. a =31=215 

m 
«dunque la prima ipotesi di ^=21 rende «ero tutti 

2/n 3>» (rn-i)/» 

gli avanzi flJ— l^àfc-— t. •.*«-*— l>e così «— ^ ^ 

2 3 I» — »l ^z* 

X — X 5 .;c — a . . • .a? — A sono tutti Suhrrìultipfi di a: — *1. 
Ora siccome risulta dall' esponente tn^ il biuomio 

m 

a? —1 ha uo numero m dì dimensioni ; perciò i suol 

^accori semplici di una sola dimensione 3 o dir \ò^ 

gliansi di primo grado^ sono mi Duaiiii'^ ihróinln- 

ciand« dttl/an^re x — \, gli altri saranno x-^x, 

2 3 i»-l 

a:— «j a; -*-ct x*— a. Pertanto se oltre" il 

fattore x— -i se ne trov^a un altro «• — flc submuht-' 

m 
/?/o dd binomio a? — - l avremo io general*? ; 

i» / a 3 m--i 

a: — * 1 =3^ jr— 1 ) ( x — a) ( ic— « ) ( x — x) •..(ap— ^ ) 

m ii»-i 111-2 m-3 

Si osservi ancora che essendo x — 1 = x -4— x -h x. . . 

x- — 1 

. . . -t— X -+- i , la serie dei tarmini del secondo inèiii- 
bro di questa equatione è la stessa di quella Hdlc 
quantità unite ad x nel secondo membro della pre- 
lì 3 ?/i-i 
cedente^ cioè 1^ ot ^ a^ a. ., . et ^ soltanto c!ìt? si 
cangi X in o^* 

Le conclusioni ottenute dal precedente ràgiona- 
ni'^nta hamio delle applicazioni di somme rilievo , 
eome vedr'^mo a suo luo"*o. 

58. Neil' eseguire la divisione algebrica succedo- 
no alcuni oasi 5 ehe moh^ iuterosju di esaiminarel 
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1Ó8 PntifcTvi 

Si sa cheingenerdld az=ia Supponiamo gli éspà- 

n 
a 

nenti m^ n numeri intieri e positivi ; può avvenire 

ébe 81% m"^ n , cbé «ia mozzai, che sia m <in. 

Nel primo caso il ^uoe9 a non offre difficoltà : 

m o m *— <l 

nel secondo ca^o a z=sa^ nel terzo caso, a ^=^a ^ 

. n n 

a a 

chiamata d la diflferenza fra i numeri m^ n, TÌuxì' 

<\u^ V esponente zero occorre quando una quantità 

divide sé medesima, ma ih qué.sto caso il [quoto • 

o o 

evidentemente Y unità , perciò a =3 i , é co«i (W)=:i 

2 o 

m 

(«»— a)=:i , equalswo^lia altra quantità coW espo- 
nente zero sarà sempre eguale alP unità. Esaminan- 
do il terzo caso in cui si è supposto n=^i»-f-<2; 

ni "(ìf 
•è si tofitituisca m+-<2 invi^i^é di ti sar^ a =:a ; 

■ • • • ^ 

ma a <9C a =g l . dunque a ^ ^ \ . Dalcliè! 

m-^-^d m^ d d d 

a a Xa a a 

ti rileva che la quantità colt esponente negatis^o ? 

una /razione , il di cui numeratore è V unità , ed il 

denominatore è la stessa quantità colC esponente isies- 

so posti if^» 

69. Finora non sappiamo altro moaò di esprime- 

sima 

re in generale la radice ni, di ima qualunque, 

m 

Quantità i ^ »é non che scrivendo y^ ( 7} 



I 



^ l A L » S B R A Ì9^ 

J» . 

|fa il segno v^ è una espressione assoluta $ che non 
presta per se medesiii^a alcun mezzo al calcalo,. S0 

m 
però si considera 9'ie \/ b rappresenta quella quan- 
tità^ che moltiplicata in se stessa m volte produce &, 
e se consequen temente si rifletta che questa molti- 
plica bì fa colla ii'o.mma degli esponenti (5o)^ • 
che la somma di in frazioni lèi unica da cui 



m 



resulti il totale 1 , ci convinceremo facilmente che 

, \ . • . . . 



m 



k è un simbolo, algebrico attissimo, ad esprimere. 

sima 
la radice m. di una qualunque quantità b. Adun- 
que V esponente, frazionario^ , di cui direttamente non 
potremmo «piegare T origine, esprime esattamente 
^ol suo denominatore il grado della radice da estrar- 
si , ed è in oltre soggetto al calcolo nel modo iste^- 
so degli altri esponenti. Le quantità espresse sotto, 

fn m m 

la forma V*3 ovtrero b ; come pare \/a i-A , ey- 

1 

m 

vero (a-4— &) p simili, si dicono, radicali ^ ed 
hanno il loro particolare Algoritmo ^ che sarà spie- 
gato piiì in avanti. 

6,0. La divisione, accennata a — a: offre due casi 

degni 4i sofuma consideraaiione nella ipotesi che le 
due qoQ^iità a^ b, g le altre due x^ y possano 
avere diversi valori , cioè sieno ( come dicesi ) uaria^ 
bili. Goùsideriamo primieramente il caso in cui si^ 
variabile la sola y. Allorché questa è minore di ^ 
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]a divisione a —* a? darà un quoto pésUtuB ; qaaiK^A 

bSrX 
y>b ììquoto «ara negatilo; ed infine ne ^=i 

avremo a — x = a— -jr. Parrebbe in questo ulti- 

* — jr o 

DIO c;i8o che in fterp^t rande il dii^isore zero come an- 
nullamemo di quamUà , U quoto dovesse ridursi al 
(luìneraeore a* — xi Ma rifl attendo più sottilmente 
suUa yariabilità della quantità y è visibile , che quan- 
ta più ella crescendo si accosta alla grandezza b^ 
tanto più scema la diftòrenaa * — ^jr; por lo che il 
quoto a — .T nuderà gradatamente crescendo, fiwhè 

quando b — ^ sarà una diflferenaa mtniìna , il quof 
) recedente divorrà massimo. Ora non essen<>ovi al- 
( un numero che possa esprimere una differenza ìnt' 
ìiima^ e viceversa una quantità massima^ i Matte- 
TTiJitiri adoprano ih simili casi il jeero per rappre- 
sentare la prima , . e le espressioni a — x , m e 

Ci a 

simili per rappresentare la seconda. Perciò bisogna qui 
intendere il zero non nel suo senso assoluto di aiwulla- 
jnenùa di quantità ^nvà come un limite del decremento, 
di una diifepenRa , al quale cioè questa differefiza ^ per 
quanto si supponga piccola non potrà tnAÌ giungere ; e 
conseguentemente a questo principio qualunque quan- 
tità divi^d per ziiro è un simbolo ehe rappresenta uà 
fzio^ W^ssimo , che dicesi ancora T infinito. Si in- 
treO((t> ancora da (|ue.*Lo esempio ehe ^ acciò unm 
q^a^H^à fésitiifa divenga negatiifo , e vìce^/ersa , de- 
vd ^lla passare per V infinito , o per zero. Infatti la 
quantità A-wsr»^, posiiivA finché sia b>yy diviene 
negiui^fa allorché y>b: ma fta i decrementi suc- 
cessivi della differenza b^ — y bisogna passare ne- 
cessariamente per quello in cui b--^ yz^zio ^ dunque 
il zero è in Umile tra io stato posùii^o^ ed il ne^ 
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piiho di una quanUià variabile. E parimeote il ^zio*s 
to tf — j:, positivo finché sia b>y, diviene infi- 

nito quando A— -^sn^o, e dopo quesfo limiie^crer 
scendo jr «opra A, lo stesso quoto diviene negativo^ 
Dunque anche V infinito è il lignite ^ tra lo stata 
positivo 3 e negativo della quantità variabile. 

Passiamo adesso al caso 3 in cui sodo x , y variabi- 
li aniendue. Se a = a: , b z=iy ^ avremo a — jr =rr o , 

b—X ~ 
Preudendo il significato dello -sero nel senso preco- 

deit^emente spiegato si potrà intendere che il quoict^ 
Q Q quantità reale, sebbene ind^ter mirrata ^ percUi 
o 
una quantità minima divida per altra quantità mi- 
nima dà un quoto inassegnabile , e vero, ma. pure 
esìstente. Tnl volta \^f^fò questo quoto ^determinato. 
e ciò succede sempre quando i termini del rotto, 
hanno qualche y^af^ore comune, il quale diventa'V 
òo zero pH renda ambedue ejniali a zera ^i^ppo^c- 
inondo allora questa comune fattore ( oouA>riMe si 
può ( 24 )) ^ì ottiene il vero quoto della divisione 

proposta. Sia per esempio a{a^^x ) : questa quan- 

bla^x) 
rità diviene o a llorchà x = a; ma soppresso il fat- 

o 
tore a — • aj comune al dividendo , ed al dividere ^ 
resta il sno vero valore a ( a-^ rr^ . Vi son o an- 

l ""^ 

Cora molti altri casi ^ in cui o ha nn quoto, assa^ 

o 
^abile, e poi quali non basta il metodo, prece- 
dente, ma vi occorre altra tep^rica^ che quji non 
può trattarsi. 
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FRAZIONI ALGEBRICHE 

6t« Infrazioni Algebriche hanno orìgine con# 
le numeriche dagli avanzi delle divisioni , ovvero 
sono divisioni accennate perche ineaeguibili. Hanno 
inolile (jueste frazioni^ per la ragione medesima 
delle numeriche, la proprietà di mantenere il loro 
\a\oro :^ qualora p^r una medesima quantità^ o per 
i|U4fi(il Seguali ai dividano^ o. «i moltiplichino aro* 
l)odue i termini loro. Di qui nasce come in Arilme* 
lirj il modo di ridurle ^\o,%fesm denominatore, eà 
ai suoi mimmi termini , ovvero ( rome dicesi ) di 
schisarle •TIÌjbl là riduzione ai minimi lennini esige nel- 
lo frazioni algebriche alcune partipolari avverlenEc, 
Non potendosi assegnare nell^ Algebra la relazio- 
ne fr<a le grandezse componenti i polinom) biso^ina 
intendere pel massimo loro submidtiplo quello cJ^e 
lia {)!li dimensioni (di), ovvero quello die con- 
tiene vA\ nomerò maggiore di teru/ini. Si deternti- 
nu qnesto fubmultiplo come in jX^ilmetica ( ^5 ) 
considerando 3 che ifutdunque dit^isore esatto comune 
a due quantità dee dividere ancora il resto della loto 
divisione. Sieno infatti A, B dne quantità qualun- 
que ^ delie (juali si debba trovare un comune sulh- 
jnultiploi eia q il guaio, di A , ed r T avanzo di 

B 
tal divisione. Avremo evidentemente A:=B^-*— r^ 
^ se B j ed r hanno un comune siibiunltipio questo 
^K>.\i:>. pure divid(^re esailaraente .\ alt rimonti Tequa- 
>^iOB«^ prccederite divisa per questo submidtiplo avrel>- 
]«e ne( prima membro quantità frazionarie, e noa 
Ir* avrebbe n.^1 secondo, il che è assurdo. Per tro- 
vare rjuesto submultiplo comune alle quuniirà ^^ ^r ^ 
divido B per r, e ciiiutnando q*" il quojo . eri r' 1* 
avanzo se vi è, av^rò B ^^r^/'^-f- r' , il qtud vaio 



costituito lìdia precedente ^quaaione dà A =r^ ^ 
(r^'-+-r*)4-r^ Perciò se ^r* e suàmultipto dirlo 
Mrà pure di B, e di A . Se non ]o è si seguiti a 

di^ere dasoon #wnzo pMoaéeate r pél Meoe»li^ 

vo r ^ finché -ei trOTÌ tm 'qiMlohà r €ubfn«ltàfio.di 
(«-!) in) 

r ; è t^inro cheX ^^^ iuémultipla «c«i«|i0 |a 
tutti gli tfvemzì otcenoli fino da prìMifM » #d vis 
eonsegaetiza ancora alle quantità A,^ fi.« 

Per eseguire con successo -«{oesta- continua divi-*- 
sione Dei poUnomj Algebrici £«.Hue di trovarne 41 
massimo comune subnmUiplo couvieoe aMndera di- 
ligentemente a questo principio. Se due poUnomj 
hanno Un submuUiplo comune, questo rimane lo stes- 
so se tolgasi un fattore delCuno non tornane tdt 
altro polinomio , ed ancora se si moltiplica uno )fki 
polinomj per una qualunt/ne quantità , che non sia 
Un fattore deW altro polif^mio» Prendiamo in esem* 

Z ^' 2 3 

pio la frazione Za --^ J^a b -^ gaò '-^ iSh , la qua- 

le debba ridursi ai suoi minimi termini coi princi- 
pi stabiliti d i sopra. Osservo che il denominatore ha 
il fattore b non comune a tutti i termini del nu- 
meratore^ perciò ponendo questa istessa fraziono sot- 
to la nuova forma 

Za 2 Z 

Za 'h'J^ab'— ^b -^ flSA. 



rt*a*i 



à(6a^ — iSuA 4-9^^ ) 
ti Tede che può rigettarsi il fattore ^ , e riceroa- 
re il comune submultiplo fra i termini del rotte 



Il4 PAf]f«IFJ 

3 2 12 3 

5a -—180^ 4-96 



Ih per fare la dÌTÙione del mmMraiore pel dejut' 

a 
mùuuare ti preMota la difficoltà che àa noq può 

3 
dividere 30 , e ooa può averci perciò almeno na 
é/uùto partimle iotiero. A qaesto oggetto moidpJioo 
il numeraicrm per 5 , che non è suo fattore , e noQ 
iofluisce in cooiieguenaa ani eomiuie submtdtipto* 

i a a 3 

Otteqgo con 1 5n — 200 A — » ^5àh ~ 90^ ; e fatta 

ja'' — 1 Bah -f- gif 



la JivUionB cosi accennata^ trovo il quoto Za^ • 

ab 2 3 

« 

r avanzò 34^ & — ■ 7^ai — - gob . Da qaesto avanzo 
tolgo il fmiore 2b che xion è comune al dii^isor§ 
precedente, e clerJuco da ciò, che il comune sub* 
multiplo ricercato dee ritrovarsi fra i termini del- 

2 2 

la frazione 5a <-r- 1 iab h— 9^ 

' I l 

xra' —seni— 45*^ 

Acciò ancor qui riesca la divisione accennata^ ni(d- 
tiplico il numeratore por 17 che non è suo fatto- 
re^ e fatta dopo ciò la dÌ9Ìsione ottengo il quote 

2 

5 ,cravanzo— 126^*4-378*. Bigettoin questo il /i»^- 
$ore —126* non comune al divisore precedente; 
ed in conseguenoa il comune submultiplo dovrà tro- 

varai fra i termini della fragion e 170 — 360* — ^5b 

0—3* 
ISs^uitu la divisione il quoto è 170, è Tavanae 



l5a&^— 45& , dal quale tolto ìl/oiiTe i6b nou 
coflQDoe al precedènte JMsor0; resta m^^ib^ che 
dì?ide osattamente lo 9tefao. a^^H^y àivUore pre- 
oedeate. AdooqQe «tt-Sì «ara il cemviie submid' 
tiplo ebe ridnrrà ai miniifii i€rmini\a/rauone propo- 
sta io principio y comq coo.lak dizione per a— 3fr 
te ne può avere una sicara riprova; e si troverà 

Hill I * ^^^M^—^— *■—■■— ——*—*— 

£2 2 2 

SS ( 341 -^ 5 A» -4- 6& ) ( « — 3» ) = Sa -t-lMfr -h6* 

( 5fl* — 3i^ )(a — 3i ) Soft — 3ft* 

62. Il metodo di sommare 5 sottrarre , moltipli- 
care, e dividere le frazioni Algebriche non difTevi*- 
«ce d.1 quello già usato per le numeriche ( 21 ), e 
si appoggia sulle stesse dimostrazioni. Ti*'alasceremo 
perciò <ti ripeterle, e recheremo soltanto gli esémp) di 
queste operaaioni^ditaodo in saccinro il processo del 
calcolo* Sieno pertanto da sommarsi le froumm 

~ "^ 7 ~ 

Le ridnèo allo stesso denominaiqre y ed ottengo 
mj/n -H còfn -H eòJn -H mA<y 
hdfn ^hdfiT bdfn ^J3^ 

Pongo il eomunc denominatore bdfn sotto la som- 
ma dei numeratori , ed ho infine ; 
mdfn -f- cbfn 4- eft<If> -H 'XiA^^ , ci)e è fa somma 

ncercata* 

Sieno da sottrarsi i rotti jt , m •' Gli riduco 

Y , k 
aOo stessp ^denominaiorc ^ m lupponeudo cli^ vogliasi 



is(9 fmtmmtpg 

la dìfivransa fra il primo, ei il aeoDiiilOy otteogo; 

km «*• lyy 

i^oQco il eMinae JmomiPMCOftf Jbf aMo hdifSfiraa' 
M MI mmm^m èùri, $A «»Mei^ iafia» Jtx~aif , 
dHforeniia oerottta. ' hy ' 

Goti sa dcbbaii maltiplìcftre a X * » argouiea* 

tando oonne nei rotti nanierim (29) ò visibile , cht 
il prodotto jarà «^ • '£ jiacuDÌÀita il prodotto di 

m X ^ ««rà ai 



Finalmefite per la 4f^isions ri faccia lo stesso ra- 
gionamento applicato ai rotti numerici ( So ) , e si 
intenderà facilmente che a : b iè lo stesso cht 

e 
a : b i ovvero cm : b. Donque il quoto è b 
'i e ca ^ 

Si intenderà ancora epe m : h è lo stesso dit 

nw : A^. Onde il épuìio sarà A^ > | 

ma? 

r 

i^wnuieà lUUBeaS > tsi2 iTsrmùgimmé^ 

03. ^, quantità rm^càli dette andie aaevplice- 
jpente i Bf^éUcaU ai Vespriniono con èsattez^ appli- 
candovi YrnspoìsenAe frazionario ^ il di cui denomi- 
oatero denota il gPi^do della rodlice da astrarsi (d^)- 
Da questo principio si deducono chi ar a ment e le re- 
gole del Calcolo di tali quantità , raa conviene in- 
pllre dar^ qualche ulteriore illostraaione suYla na- 
tura degli espemeruiv - 

La niultiplica deir#i>ponm/a p^r altra qaantits 
iutiera m indica Televaaioiìe alla potente m* InArtti 



ft r -A' % 9 m n w A «if» 

« è Io flesso che a fino ad un nointfro m 

di esponenti n ; ma quésto istesso prodòtto ][>oò' pòf^ 

n n n ' 

si sotto la forma a . a . a fino ad dn nniilt^* 

n 
ro m di quantità • ( 5o ) , e sotto questa forma 
Vìcn^ espressa appunto là j^tetta m cfteHa' quantiCt 

n mn n 

a (^5^\ dunque o significa la poteMa m di a • 



Viceversa a può anche significar*^ la potenaa n di o^ 
osando le stesso ragionamento rispettio al moltipli^ 

n n IT H' 
catore n. Siegue da ciò, che a =s a 
prolungando la somma delle fraaionì i fino< al nu^ 

~ 1 

mero m esprimerà la potefiaa m del radicale H t 



* . * 



viceversa siccome a. diventa a se si ft il prò - 
4-i»-Hi*s ...... 



ti 11 R 

dotto a fino ad un numero n di frazioni 



zL f^ lima 

« la stessa quantità a esprimerà la radice n r. 
della quantità o^. Pertanto quando m sa q aumer9 

m^ n 

n f 

intiero, il radicale a avrà la sua radice esatta o. In quo» 
«toeaso Hrmdiade dicesi eommensi^rAile , edaoehe ro^ 
^i^nah. Se poi i7> è una froMhàa propria^ ilnufl^ 



1 ' * ^ f n t: n e t 9 r 



^ale a oiprinierà una ra4if## impossibile ad otte- 
nersi e^.ittameote i ond^ è cAe' in questo caso il 
raJiaaie ift^SBQ dioesi inooinmensurabilé ,. ed anche 
irrazionale. Infine ae fai fraaiune , m è impropria , od 

n 
abbi-^'à in eepa^iiens a m ss= 7 rH r » sarà il raii-' 

n . ;i 



ift 



j »» » . 



#B 'j m ^ n q n 
aale d za: O' ss a . a fe=9 a y/a , risqltatneato 
in parte rMùmuàt , ed an parte incommensuraUe. 

m fn TU ] 

^4* ^^ prodotto • fr è lo stesso che (^)f ed ,1 
m n 1] 

il prodotto' a b>^ posto nis^/i^zij^ equivale al pro- 
zi ^ ±id 
dotto (^) X^ • Sieno primieramente 1», ndoe 
nnoieri intieri-i la, prima ^.p^rpposiaione resta dimo- 

strata osservando che ( «* ) =5^a4X^X^ 

fino ad un numero jrs, di .quaiirità ab; e siccome 
il prodotto è sempre lo stesso' qualunque sia la 
trasloeiBione deUe lettere ( 52* J , àe pongansi da se 
tutte le a , dipoi tutti i b ,e evidente che risOlterà 



^^ ^^ • • • « ■ ' 

m m ììh 



( a& ^ =3 a i. Lo stosso discduo dimostra ancora 
la seconda, prop ii;^fooe« ''^ 

Se W^ n fossero' dàe^fràiiMit si riducano allo 
stesso denominatóre ^. " fi frrinilerameni 3 itiacome 
•le radici di grado eguale delle «yj^antità eguali deb- 
bono essere eguali ( 4^ ) non vi ha dubbio che 

p m >A •''> ' ' '-fH ■ 

^à .b itt V'(^) r ovvero poi^'^ndo gli €spomemi 



^7^ m 

T F ^ 
/ratei invece dei segni radicali ^nrV a' bss (ai) \ 

m n n :=f:d' 

P F ^ ^ 

Coù per la medesirna ragione o » & = ( oft) X^ 

m in am 

F P p 
Snppongan infine «=:s(; avremo a . « ss a • 

p m n p iri4-^ 
li perchè y/ m • a is^y/ a avremo ancora 

m n nM-TB 

P P P ìa . 

• • ^ ==,« • Questi ultimi rìsnltamenti dimo- 
strano cbe la molti olica di una isfessa lettera con 
diversi esponenti frazienari dallo stessa denonùnatara 
A fò con la somma di questi aspiPtenti^ come appcrn* 
ro si opera quando gli esponenti , tono intieri ("5o ). 
65. L' Algoritmo dei radfeoii in quanto alla som^ 
ma, ed alla sottragiona ha le istesse regole uA^te 
per le altre quantità Algebriche. Siccome qoefite 
operazioni rìsguardano la ridnaione dei coefficienti 
delle quantità omogenea ad uri solo coefHciente 
(46,047)9 nulla vi iofluisoe /' «ipone/i/e! .0 intiero^ 
o frazionario che sia. Avremo aduaque., 

3 8 . . Z 

1 111-1 

X 3 2 ' 3 " a'" 

8a 4- 3\/c — 5tf — 7c =s 3a — 40 . Ed in egual 
moclo si /ormerà facilmente la riduzione dei ùoef»' 
fidenti in qualmmiie altro raso di somma, o sùi^ 
trazione dei radicali omogenei* 

Ma la riduzione dei radicali alla espressione più 
•em plico, la loro moltiplica^ e la di visiona loro 
tono tre operazioni dipendenti dai principi qui so* 



pi« eipoflti. Incomiiiciando idanqoe dalla prinui » 
deblw ridarsi alla più jent/iUoe ejjnremona il radica !• 
5 4 8 i3 : , 

\/(l6a a ^ ) 

Divido per 6 cuiscqino diagli esponenti dalle quantità 
•otta ilaoKoa^a qae$to radicale diTorrà traiformata 

5 2 5 5 
coli, ( 6ii); i,6g «i^X^ » 

• 5 . ^ 
Rigaardo al numera i6o considero , se fra i 
èuhtnukipU di i6o vi sia alcuna quintii potenza esat- 
ta; Q poiché il a può djjvidere. oiuque volte di se- 

. 5 • T 5 

gajto U i<6o^otteQgA ]i6o ;:sìì t ^» perciò i6o :» d. 5 • 
CSiMi:Ia itatitnÙQM di quaato vidore avrò infine 
5. 5 8 i3 9^^ 3 3 

Do|Baqaaalo esempi0 à Cmile iateodere la ridosio- 
MM An radicali naglii vempj seguenti. 

3. . 1 

3 ^.; 46 3 33 3 6 

3 a 6 

t4iv^(2a(5n»4-3ic ) ) 

B aa sa ndoi alla meUiplioa d^ radiali se. ci ram« 
inpntianiò dei princsp) stabiliti ai paragrafi» 63, 649 
ptèremo facilmaoto apprenderne laeaecneione negli 
ésemp} che seguono* 

9itt par prima aacn(HO> da moltiplicavai ( «H-V^ 

3 a 

•*)(»•— V^-V- a V«-+-*)- Sostituisco gli 



mgponmi^ Jrmm ai signt radicali, e forni» così i 
acgnenti fatturi, dei qnaU cacgiiiac» U wudtijtUsm 
colle solite regole ( 5o ). 

1 1 

% T 

1 X 

ila — a -4-2( fl -h- J ) 

2 2 .^ ^ 

2a H— 2a — »- 2a ( a -H 6 )f 

3 1 ^ 1 

"2" a 3r 

"T ~ "T 3 



2 2 2 Z . 3 

Prudono ^a -f-a -*^H-3a (a-H^) — 2(«-4-*) . 

Il 

ir TT 

Il tepraioe Za ( «-^4 ) pao porsi aofcta alitta fimna 
ridaceudo allo stesso dìnomineLtor^ i rotai l' j l li 

3 a 2 ' "*3" 



6 6^ 6 3 ft 

Avremo così Za (a-+-^) =:3v^a(tì-HÌ) Sostitu- 
endo nelh stessa guisa i segni radicali agli espo- 
nenti fratti , il prodotta precedente divenri ; 

a 6 3 2 3 A 

M -^a^/a -^aA^Z^ a (a-h-t) -— »\/(«-f-*)^ 
Sia ancora da moltiplicarsi 

234 3 

(ji -H2Va^3i/*)(4.tì — 3 Va-Ha v/i) 



9o8tituÌ0OO come sopra gli mpommti frmii ai 99gm 

pmdtcali, o moltiplioo al ioUto i/oitori comafagae* 

1 1 

fl 3 4 

1 i 

4 » 

3 '3 "4" 



■Ami 



4^ H-fta •— isa& 

5 5 ^i 1 

i ~5 2 4 

— Za — (Su 4-9a * 

sa » -f-4(a&) — 6& 



5 a % - 3 4 6 *^2 4 

4a «—Stf.a -h4«(2« — 36 ) <— 641 -H^a» 

JL ,JL JL 
3 . a 3 1» 

H-4 ( </ft ) -H soft — 6b 

ovvero ripon<*ndo i segni radicali ixìvece dmgli espo^ 
memi fratii questo prodotto ftarà; 

3 2 3 4 6 5 4 

4a — 3éi V'a-*- 4tf ( 2y/a — 3%/*) — fiVaH- gVW^ 

3 ^'. 3 12 

Sa le quantità sotto i segm 'radicali fo^gen» com^ 
piasse si faccia ciascuna eguale ad un monomio ipo- 
tetico ^ e si operi eoroe sopra; di|tjL al tcrminedolT 
Operazione si sostituiscano ni twmomj ipotetici le 
quantità eomplesse e À dvra n irodotto ricercato 



Sia per ebempio da moltiplicarci 
Faccio ipototicatamente 

S 2 '3 

Gof ì 1 dati f tutori divengono 

a 1 
3' a 

1 1 

3 4 



» * « 



1 11 lt_ Jl^l_ 
3 3 2 34 fj 4_ 

Prodotto {x£) 4-s y 4- x ^ 4-^ /- - - ' 

Ovvero rìdoceodo aUo stessa. -^iominmior e i rotii 
negli aitimi tre fermini , • dipoi sostittiéado da per 
tutto I Mgrd radicàU agli esponimi fratti^ 0Ì avrà 
3 623 1243.&. 

SosCitni^o in questi radUali i valori^di iv ,>**; « » r » 

ed il ricercato prodotto sarà ; 

3 2 6 2 2-3 

12 2 4S3 82 4^ ^ 

Si ]!k>fraQiio in seguito fare là moUipUche ^/M^ziali 
della quantità poste sotto ai segni radi<»li, qualo- 
ra ai crf^es9e necessario in qualche 'appiicasione 

particolare di.que<tta moltiplica. ,. « 

La divisione dei radicali non oTre difficoltà dopo 
avere imparato il metodo tenuto p^Ia moUipUea, 
Tanto nel divisore, che nel dividendo si sostituisca* 
ne gli ospomnti /ratti ai segni radicali , e dipoi 
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A operi colle note regole ( dS )• Aoeio ti «Ubi» bimi 
riprova, della esattezaa dello moltipliche fatte qai 
soprvpr^Kido ia e«em}w«r la dié^isiorH di ^utl ppo*- 
dotti per oao d«d loco /muori p e ini peirtiierameiitft^; 
DMsarm Di^fii^endo 

tf-H\/»*'Vtf-4"*) I »• -t-a^«r-*^M^5\/« (e+^) 

i a 

Pongo gli esponenti /ratti invece dei segni radicali 
ed il dii^isore ed il dii^idendo divengono come ap- 
presso , con i quali etegnisco al adtito- F operazione 
ehe vedasi, 

1 1 

l 1 

3 1 . « a 

sa 3 

a*'4*<a4i -^aa(.a4^^> .. 

3 fi 1 

a ■' 3»' "1^ -a" 

a T "T 



I 



i*a* 



■» M M 



9 1 A t é « B HA 12Ì 

3 2 ^3"" 3 

111 jl 

T T" 3^ "3 

oc e 

Sia ancora da diTMUm 4* «— ^ \/« «H* 4^ 
3 4 6 5 4 3 

(•V^ — 3V* ) — 6V«-*-9V^«- l/*H-4\/fl» 

2 3 la a 34 

-v-aa V * •^ ®^^- V* p^«* « -H a \/« ~ 3 \/ *. 
Poogo il iftWjore, «d il dkViUfrKÀ €«gli 0sponemi 
fratti , «d •pwx) «oine segae , 
11 




Quoto 
1 1 _5 jL^r J^ 

3 aT* 24 6 a 4 3 
4a —3 «. •^-4^«a — 3fr>-6a -h9« * -v-4(a*) 

li 

3 T r 

Sa. a .— Cd H-sa » 

JL JL J 1- 

•Sa* 6' ^ B i4 > 
3g.4i ~* 6a ^->y è 



i««tM 



I 



is6 fitwSl^t 



Se AOtto i ségni ra3ieùU d avessero 4/uamiid eom- 
plesm , ti ridurrebbero a monomj ipotetici , coinè 
si è fatto aellt moltiplica, e dipoi nel quoto si £»- 
rebbe 1* usata sostitu2ÌODe# 

66. Le quaatità poste sotto i sogni radicaii p^e- 
soDO talvolta essere monomj^ o poUnamj nogatii^L 
Se questi radicali di quantità nogaiÌ¥0 souo di gra- 
do dispari potranno sempr» avere no traforo reale 
esatto o approssimate : perehe la quantità negatii^a 
può risultare da un numero disparii di moltipliche 
di altra quantità negmth^a in se medesima ^ e que« 
sta ultima quantità sarà la radico roalo della prima, 

3 5 3^55 

Cofì v'— 15= — a; ^'^ab = — a b ; poiché ■ 

ò evidente che — t X —3 X — ^ ==» — 8 , e che , 

1^3 iZ^ \j^ 1 S 1 a I 

55 "35 Ì5"*5 6 T5 3 

— tf fr X— tf > X—a b X--* * X— « hm-iib 
Se per altre i radicali di .qnantità nogatipo siene 
di grado pari non potranua avere alcun raloro rea- 
le ne esatto, ne approssimato; perchè non può 
mai risultare quantità negativa da un prodotto pa- 
ri di nna quantità in se stessa , o questa sia posi- 

4 4 

twa, o negativa. 1 radioaU \/-^9» \/— -i6« k 
non possono nascere ònX prpdette di alcuna quan- 
tità in se stessa. Infatti — 3X— -Ssai^g, e 
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1 1 1 

^. 4 ^ 4 4 

— sai X — 2fl* X — 2fl* X — 2tf* =i -+-. i6<i * . 
Pertanto ì radicali di grado pari delle quantità 
negative A aono chianiati immaginar] , e questi pu^ 
re non ostante la loro esistenza impossìbile si as- 
jc^gettaoo ai calcolo al pari di ogn' altra qoantitfu 
67. Supporto 211 un qualunque numero pari, la 

271 

fermala v^ •— a irt^ppiesenta qualsivoglia radicale 

%n Un 

immaginario. Ha \^— «a è le a^etse clie yuX — L 

n n n 

e riflettendo che io generale ^pq '=Vp X V y (64), 

fln 2/1 2a 

avremo \/flX'~*l =:\/a. \/— 1, Questa riduzio* 
ne degli immaginarj a prodotti .in parte reali ^ ed 

in parte immaginari rappresentati con \/ — 1 ap* 
porta molta ctùareBaa nel loro calcolo, e lo riduce 
a quello usato per i radicali in genere. Acciò poi 
tì ai poasano applicare gli esponenti fratti invece 

1 

2/1 

del se^o y/ si scriverà ^ »— ^ i ) intendendo cosi 

■ima 
che dal — -1 deve estrarsi la radice 2/1. , il die 
costituisce appunto la quantità immaginaria Si av- 
verta adanque di non confondere questa aspre j?.sìo- 
1 1 

in tu 

n^ ( — - 1 ) coli' altra -^1 j perchè questa signi- 

2» a/1 , 

fica *- V 1.= — 1 , e la prima esprime j/ — f 1. 



68. Dopo tali rìflessioni salla natura degli imr 
maginarj ei apprenderanno agevolmente le regole 
dri loro Algoritmo. Trascurate pertanto la somma 
e la sotiTMione » ehe non difTeriacono dai aoliti me- 
todi cominoiarao dalla riàuzione degli immaginarj 
alla più $etmplioe esf^0$sion$. Basterà a tale uopo 
r esaminare gli appresso esempj. 

S| 1 Ultinm ridunione 

6 4 3 TT6 3 6 

y/^a b ^ ah V^i M \/<i XV*XV~l. 

Ultima ridnsione 
La McIUpUea degli immaginar^' non differisce da 
quella dei rmdieaU. Si sostituisce oonTenìentemente 
gli esponemi /raaonari ai segni raJioali , «e ti |>ro- 
segoe roperaflÀese colle solite regole { 5o). Ecce 
alcuni esemp) di moUipUcha di manomj immagina^ 
rj, dopo i qoaiì aegne ÌAmaltipUca di chie fiiktori 
composti di qanlitè reali, ed immaginarie. 

1 j^ 

^-. flX v^.-.«=V^d. V«X ( — 1) (—1) =MX-l=a-« 

fi a s 

V^—aXV— fc=<fli) (—1) (— 1)=:— V«* 

6 6 6 "ff t" 6 3 

V^ — aXv' -*=«/«». (—1). X(— l)=V«* X(— 

6 

4 4 4 4"" 4 4 ^ a 

V— «XV-4==sV^ró(— l)X(— t )«\/a»(— 1 ) = 

4 
V#»Xl/— t 



Sieno i fattori # •^— 3ic V— *^-+-3jc \A-'A — -y^-— Ì , 

/ 

Vi sostituisco gli esponenti f razionar j , e trasformo 
gli immaginar] secondo la prescritta regola. Dopo 
ciò eéeguisco al solito la moltiplica dei /attori così 
cambiati* 

3^4 4 a ^4 4 

2 4 4 3 A 

1 i 1 ' j '^ 5^ '^ 

5 ^'J 4 3 a 2 2 4 4 

11 ^1 ^ ^ 

4^ "4" 3 2 2 24 4 

— aa? * (—1) -H6a? * (—1) — 6a? ft (—1) — 2«* 

1 1 . 3 3 

3 2 £ 2"'4 4 

-+-a:* (— 1) — ^ir i (—1) — 3«* 

^ 4 4 3 a4 J 

« — 5» ^— & H- 10* V—* — lo* V—* 

4 5 

Da questi esemp) ili moltipUcha si conosce aper- 
Caineote che il metodo da tenersi per la Jiuisiarm 
lUgli immagiruir/ è lo stesso di quello uato per i 
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faHiUfli in genere, onde per broTiti hralatoerein» 
gii eteiTtpj Hi qnetta iiltima operasiòne* 

Estrazione della radice quadra , è della Cuba 

69'^ J/ ordine dflle operazioni di^l Càlcolo già eapc- 
fto in principio dell* Arifnìetioa (5) richiederebbe 
che dopo la diuisione algebrica applicata ad'o^Di 
specie di quantità letterali A passasae immediiiia- 
niente alla Elei^azione a potenza^ e quiudi alla 
Estrazione della radice Ma poiché della seconda ^ e 
terza potenza j si è sailioentemente trattato (54* ^ àbi) , 
e da «fucila teorica dipende T estrazione delia radica 
quadra^ e della etiba^ crediamo opportuno preiuet* 
tere que8te eptrazioni, e quindi la risoluzione delie 
equazioni in coi esse han luogo, ifepo ciò pa^ae- 
remo alla generale teorica della Eletfifizione a poten- 
za, e della respettiva Estrazione di radice*^ 

fO* Dai moìiomj algArid si estrae la radice qna^ 
d^'S dividendo per due tutti gii esponenti delie iettere, 
ehe formano li monomio, e se ne estrae la radica 
cuba dividendo questi esponenti per tre (^9). Se 
i monomj abbiano eoe/fidenti numerici , e si voglia 
la radice quadra , conviene osservare se questi sieno 
molripli di alcun numero quadrato ; e se vogliasi la 
radice cuba A osaerverà se sieno multipli di alena 
numero cubo. Dopo tale osservazione si prenderà 
la respeltiva radice iUA numero quadrate, o cubo 
•OQtenutl in tali coefficienti^ e questa radice si por* 
rà fuori del segno radicale j.'i«r^ìando sotto questo se- 
gno r altro yid^/ ore del coefficiente nu>nerice. Per eaeni» 

3 3 6 2 4 ^ 

pio \/ ( 8a * ) = 2fl* , \/ ( 2fa ) = 3fl V 3, ^ 

3 3 3 

V {l6ae ) c=: 2c\/2a. Besta quindi manifesto cU« 
Vestrazione della radice dai monomj è la stessa co- 
sa che ia riduzione dei radicali alla più semplice 
espressione. ( 65 ) 
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71. L'estrazione della radice ifuadra, e delia cu- 
ba dei pelinomj consisfe nel ritornare dulie forco- 
le di un quadrato, e di u-t cubo perfetto al Poli- 
nomio di primo grado , che le ha foriuate ( òò ). 
Si suppone ohe la data quantità polinomia contenga 
precisamente quello stesso ordino di termini coni- 
ponenli le precitate formole, e quindi da 'ciascuno 
di questi termini si deducano calcolando quelle qoan- 
tità che gli hanno prodotti , e che formano in con- 
seguenza la domandata radice. 

Applichiamo questo discorso alla estrazione della 
radice quadra da un nutnero composto, e rappre- 
senti T9 questa radice espressa dalla seguente serie , 

in cui A, h\ K\.th sono le. cifre del N, e gli 

esponenti fra parentesi , come (4)» (^)* 

( «w* — 2 ) ^ ( m — l ) 3 ( w ) indicano il numero degli 
apici , che distìnguono le cifre • Avremo in generale; 
v% jn-l m-a if^-3 m-4 (4) 

N=10fcH-10 *'-^lo .À"-Hio *'"-H10 h H- 

OT-5 (5) a (j»-a) (7»-i) (''O 

10 h 4-.10 & 4- 10 A -hA 

a 
Il numero quadrato N ^ che é il prop« .sto dacni 
dee estrarsi la radice quadra dovrà; secoudo la for- 
mola (55) del quadrato di un polinomio^ conce- 
pirsi formato secondo Tordine della serie seguente, 
qualora m sia numero pari» 

a am*a ii»**-! aivt-a a am-S 

^= 10 ^ -4-a. IO. AA'-f-io C h' ) 4-2.10 ìAA'^' 
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I V • 1 P 1 




• • • 



Ili-I (wi) 

•lo i*'. h 
h!\ h 

'". h 

(w) (w4-X)| 
2 2 

[A .A 



• • 



4 (»»»-2) 

(m) (w-4) 

2A .A ; 

(w-l) («.3) V 

2A ,h 3 



) 



f& 



U . h 



H-IO /A ( 

( \ (m) (in-2) à 

J \2A . A 7 



-f-a • loA . h 4- A 



X qualora T éspmtmé m ria numero disparì , i tra 
tvnmni di idobbo aaranao variati in questa forma. 
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lfl> 




+-a.io A. H 



(w-3) (in-f-l) 

a 2 

oh « A 




Conaìderando attentamente "questa serie apparì- 
ice. Primo. Che i quadrati parsuidi delle dire h ^ h\ 

h^'. • • • A del JV si trorano ogni due termini, # 

licominei dal primo a sinistra io h ^ o. dall' ulti- 

2ji» ( t«»-2} 



la petenat pari del io 9 doè ooa 10 , io .•• 



4 a o 
IO» IO, IO. Riflectendo pertanto elio il quadrato 
delle cifre t^raplici da 1 fino a 9 non oltrepassa un 

a 
nomerò di due cifre , è visibile che se H avrà no 
numero pari di cifre come 84,51,87,4^ il qua- 
dnjto delle unità della radice sarà compreso in 48- 

Xl o ;]il quadrate delle sue ifitfciM in 87. 10 > quello 

4 

delle sue c^ntinaja in Ù\. 10; quello delle sue mi- 

6 2 

gliaja io 84* 1 o . Se poi JV avrà un numero di* 
fp.iri di cifre, come 5,6 1,8 3, 14^4^» ^ quadrato delle 
uìùtà della radice sarà purimenie compreso nelle 

o 
ultime due cifre a destra 4^- 1 o ; quello delle die- 

2 4 

«me in 14* io ; quello delle e^ntinaja in 83. io ; 

6 
quf^llo delle miglia/a in 61. io ; quello delle diect- 
ne delle migliaja nella sola ultima cifra a sinistra 

8 
5« 10 • Adunque se incominciando dalle unità, d 
separine con una i/irgola a due , a due le cifre dd 

proposto ' numero N, la ma radice N ainrà tome 
cifre qiàonte sono queste separazioni ; ed ognuna di 
esse comprenderà per ordine il quadrato di ciascuna 
ei/ra di iV. 

Secondo. Glie i prodotti parziali delle ciire A-4^ 

-H^ y^h nella cifra h che segue, precedono 

2 

sempre nel numero N quel termiiir! in cui si treva 
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a 

h . C1O6I il pradotto hh è innanzi ad A' : il prar 

dotto (A4-A')A'' si trova prima di V^ ce. £ più 
generalmente nei termini di mezzo , che sono i più 
complicati , si vede nel caso di 1» numero pari che 

2 

il termina in cni è A a è dopo i termini in col 

(m-i)) (1») 
ai trovano i prodotti (A4-&'-f-A^'....+-À a )A 2 -. 
I^el caso di 1» numero disparì si trova similmente 
2 
(i fi4-l ) 

A 2 dopo i termici , che comprendono i prodot* 

(m-i ) ( w-Hi ) 

ti ( A^-A'4-A". -.A 2 ) A "T" ) 

^2. Da tali considerazioni chiaro derira ilnieto* 
do di estrarre la radice quadra dai numeri : e sia 
per esempio proposto il numero 8^5 1 1 2 49. 
Lo pongo sotto li segno radi- 
cale, ed incomincio dille nni- 9^93 
tè a separare con virgola le sue \/(844l ,1 t,4fl) 
cifre a due, a due. Siccome 181 33 1 
queste separazioni sono quat- 1 17012 
tro^ saranno deipari quattro 75^ 55 149 
le cifre della radice di questo q coooo 
numero. Nelle ultime dne et- Tg^SS 
fre 14 dee contenersi il qua- 3 
drato della cifra ultima a si- 
nistra della radiee; perciò questa cifra tara 9, che 
pongo sopra il segno radicale , e sottraggo il qua- 
drato 81 dal numero 84* L'avanzo 3 con le due 
«ifre s^uenti 5i , cioè il numero 35i deve oooh 



/ 



f 
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firendere prima il doppio prodotto eolia* cifra 9 
per la aeoonda cifra iacognita , e quindi il quadrato 
di que•^a cifra. Che però divido per 18 ( doppio 
del 9) le prime cifre 33 dei 35 1 , ed il quoto 
1 8ar\ la secon 1 1 cifm della radico cercata. Foii« 
go aduoqaé questa cifra i in tre luoghi cioè ; 
Pmo. Acoauro alia prima cifra 9 sopra il segno 
radicale. Sdo. Accanto ai divisore 18 sulla destra. 
Terso. Sotto a c|uesto di/isore per 1' oggetto di fa- 
re la moltiplica di 181 per 1 , e comporre cosi 
il quadrato di 1 , e il doppio prodotto di 9 per 1, 
i quali termini debbono appunto trovarsi nel 35 1. 
St>ttraggo 1X181 dal 35l , ed accanto all'avanao 
17C abbasso le due susseguenti cifre 1 a del nome- 
rò proposto. In queste cifre riunite 17012 si dere 
eootenere prima il doppio «lei prodotto di 91 per 
la tersa cifra incognita della radice^ e quindi il 
quadrato di questa cifra. Laonde per 182 (doppio 
di 91 ) divido le cifre 1701, ed il quoto 9 oariL 
la terza cifra cercata che pongo negli stessi tre 
luoghi sopra indicati. Sottraggo il prodotto 1829X9 
dal 17012^ ed accanto alf uyanzo 55l abbasso i* 
ultima eoppia 49 delle cifre del numero proposto* 
Faceio sul numero 55 149 It stesse oprazioni corno 
in addietro, e trovo la quarta ed ultima cifra 3 
della radice richiesta senza alcuno avanzo. Dal che 
concludo che il numero 919'^ ò la radice quadra 
esatta del proposto numero 84511249* 

Risulta da qujiio esempio die T estrazione della 
radice quadra dai numeri coni^iste in queste tro 
diverse operai^ioni. Primo, separare con virgola a 
due a dne le cifre del proposto numero da destra 
verso sinistra, feconda. Estrarni li radice dalla ci- 
frai o dalle filila cifre ohe riman:^ono dopo T ulti- 
ma virgola a sinistra* Terza. Dividere gli avanzi 
sacoeisivi ( a cui si annettono sein|)re le due cifre 
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fl*à le virgolo ) pel doppio delle ciPre già trovate 
che formano la radice : «vverteado in tali divmoai 
di non considerare nel dii^idendo V ultima oifm a 
destra » atteso che al divisore si aggiunge sempre 
la cifra del qnoto . per formare il quadrato di que- 
sta cifra medesima 

73. Non sempre il numero pro^Kisto è un qua* 
drato perfetto , onde avviene che iu ultimo delia 
operasione si trova un avanzo talvolta maggiore 
della radice estratta, ma non mai maggiore del 
doppio di lei ; cosi \/8o = 8 colf avanzo 16 , che 
è appunto il doppio d«^lla radice 8. E" facile il ve- 
dere che questo avanzo non paò snperare il dop- 

■ 

pio della radice. Infatti cliiamato n il quadrato mas-' 
simo contenuto nel propoi^ro numero TV» ia radice 
di questo sarà n con nu avanzo. Se questo superi 

SA , e sia almeno 2ii-h>2 avremo iV=2/i -H2fi-H] , 

2 
• quindi y'-^^w-Hl, Dunque n non sarebbe il 
massimo quadrato contenuto in N; Il ehe è contro 
r ipotesi. E quindi apparisce^ che se nell' eseguire 
1 estrazioue della radice quadra si trovi un avanzo 
maggiore del doppio delle cifre eh'? debbono for- 
mare questa radice , avremo indiasi., certo che 1' 
operazione è sbagliata j^er csRcto la radice trovata 
minore della vera. 

74* Kisulta ancora dal prece^lonte. ragionamento 

che qualunque numero intiero TV non quadrato non 

può ayere la sua radice espre.'tsa esattamente ne da 

nameri intieri , ne d a frazioni » Intendasi come so- 

2 

pra n il Tnassimo quadrato contennto in TV, e sia 

2 
? V avonao , di modo che abbiasi TV=2 n 4-r. La 
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quantità li -Hr sarà «empire minore 4i (^M-^i) 

ss A ^»2iM— 1 , perciò ^N cade f ra n « ed iM-i 9 
e. aembrerebbe dovere esaere ^N^n-^ 1 , «np 

posta 1 una fraiione atta al proposito. Ma d^altroo- 

de (ih-* i)=sii-4-2i>4-1 iose fosse n-H ^/i 
4- 1 =iV dorrebbe aversi f2is -h l » ovvero 



X X 

1nx-^^^ ^=sr nuiiìero intiero. Questa oondiaione è 



X 



impossibile, perciocché 211x4-^1 non è multiplo di 

2 
jt ^ ed in Gooseguensa neppare di x . Dunque V^ 
non può esprimersi esattamente con alcun numero 
intiero , o frazionario. 

7S. Fra i diversi artifizi immaginati per estrarre la 
melico quadra approssimata da un numero ^qoa- J^ 
(iicilo merita il primo luogo quello di moltiplicart 

(juesto numero per 10 posto p un numero qaat 

2 . 
iunque intiero, e positivo. Ghianmndo vi il massi* 

<ip 
nio quadrato contenuto in .M 10 , ed /l^avanio, 

2/r 2 2 

sarà IT. 10 =/•' -H /; e di qui v'iVi= V(/i^ -^ ^^ ) 

Cagionando eome in addietro (74.) si vede V 



• 
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qoMto càa^ che il vero valore di ^JV cade fra 
n' ed iM-i • Se adunque «i trciBcura. l'avanzo 

r^ , 8i prenda »' per la radice del numero JV, 

questa diflferirà dal vero meno che la frazionai j 

7?' 

la quale si può rendere piccola a piacimento. 

Vogliasi per esempio la radice quadra di 5f a 
meno di i di differenza . Trasformo il 5j in 

loco. 

57000000, perchè (1000) =2 1 000000 ^ed astrag- 
go col metodo sopra spiegato la radice prossima 
dal 5;roocooo, che trovo essere 7549 mille volte 
maggiore di quella" che conviene al 5^» Riduco 
7549 niille volta minore , cioè 7 , 549- Quesca radice 
è più picoola della vera del 7^49 

57 colla differenza minore VC^T»^^»^**^^ 
d i 1 . Infatti se accresco l45 49 

1000 5 800 

7 j 549 ^"JJ^ i esso diviene i5o4 7500 

1000 2 4^ 14^400 

7 5 55o; ed altresì (7,55o) =: 1 5089 l(l5gg Avanzo 
57 , 0025 numero maggiore g 

del proposto ùy» 

Usando lo stesso calcolo per estrarre la radice 
quadra dai numeri 2^ e 3 a meno di un àieci^milionetiìno 
di differenza, si troverà; 

\/^'2== 1,4142136 V!3= i^TSaoóoS 

76 Siccome il quadrato di una fraziona altro 
non è che la moltiplica della frazione in se mede- 
sima , a ciò si aseguisaa moltiplicando in sa stessi il 



.»f 
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mimeroiore , ed il denominatore (29) , resta maai-' 
i^to all' ineoQtro, che la radice quadra di unaLfra- 
Mione si avrà coli' estrarla da ciascuno dei suoi ^^. 
mini. Si otterrà in tal guisa V ^ = 1 ^ poiché 

j_X 1 =2 I ; \/ji. = a j poiché a_X £j=^^' 
a A 4 2T ^ 5 3 25 

Ma allora quando i termini del ro^/o non saranno 
numeri quadrati, il metodo più spedito per estrame 
la radice approssimata fino a quel hmite che £Ì de- 
sidera ^ sarà quello di ridurre il rotto in frazioni 
decimale con un numero pari di cifre acciò il deno- 
minatore àeWjà frazione sia un quadrato esatto; e fii- 
re dipoi su questa In stessa operazione usata qui so- 
pra per le radici approssimate dei numeri intieri. 
Sia proposto di estrarre la rndice Quadra da 3 

a meno di 1 f 

1000000 

0,654653 
V^(c, 42,85,71,42,8.5,71) 

ia5 685 

5 6071 

i3o4 85542 

4 702685 

i3o86 * 4806071 

6 878162 Avanzo 

130925 

5 

l«>09Jo3 

. 3 

Riduco 3 nella decimale 0,448571428571 fino a 

... 7 6 

(lodia «ifireiitrohè iooo«oo=io . Estraggo la ra- 
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dice da queslo decimale, e la trovo 0^654653 ^ aliii 
quale se aggiongegs i l diverrebbe 0,654654» 

1 oocoo 

il di cni quadrato è o^4^^^7^^^97^^ maggiore del- 
la frazione proposta. 

Se da dato un Domerò con rotto ordinano, ovvero 
Acùnale , da cni si debba estrarre In radice quadra^ 
si ridorrà nei primo caso il rotto ordinario a decima- 
le eoo quel numero pari di cifre ceoveniente air 
approssimazione ricercata ; e nel secondo si farà che 
il dato decimale abbia un numero pari di cifre ag-. 
gioogeodoli alla destra tanti Jseri qoanti bistioo alla 
domandata approssimazione» Dipoi »i procederà colla 
stessa operazione di sopra. 

77* Giova infine osservare c\\QÌe /razioni decima* 
U ottenute nella estrazione a])prossimaia delio ra- 
(lid quadre non possono essere gìnmmai n^ finite^ ii^ 
periodiche , e saranno perciò composte di una scric 
iudetìnira di cifre. Infatti in «]oeste approssimazioni 
raggiunta alla parte dii^idenda è sempre costante di 
4ue zeri , ed il dii^isore è sempre diverso i- cioè il 
doppio delle ci^re già poste per la radice y dunque, 
oenforme già si e notato (36), il quote nou può mai 
ritornare collo stesso periodo, e molto meno potrà 
il quoto eFserey?/iiVo 3 oon essendo per ipotesi nume-- 
ro quadrato quello proposto per estrarne la radice 

78. Passando alla estrazione dqlla radice cuba dai 
numeri , terrò lo stessa metodo generale già enon^ 
iiato (71). Laonde supposto un numero iutiero c|ua** 

m wf^l mr-Q, iw-3 (m) 

lonqne iV==io *+- io *'+-ic A"-Hic A"'., .h , 
il euho di lui sarà cosi composto (55)^ 

S Zm 3 3m-2 Zm^^ 3 

iV==lo h 4-3. 10 Ah'(ioi-H*')4-io ,A' 

3ii»-5 2 81»-^ 3 

1.10 V' (io*4-h')(io &-H10AVA" ) 4-10 . A". 



• •» 
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3 
6 (wi-a) 4( '"'•^ )'n-a w3 (*»»-«) 
..•..-4-10 A 4-3. 10 A (10 A-f-iio A'..-hA) 

C 

(10 A-Hio H 4-A ,4-10 A -h3. icA 

jfi-l m-2 (»i*l) n» i»-l (ro) 

(10 A 4- IO A"....4-i )(io A-Hio A'.,..-hA ) 
3 
(m) 
+-A 

Ovvero eAcgaendo in parte le moltipliche aoceo- 
nate, taatochè si ottenga negli esponenti del io 
la progressione dei numeri naturali 7>m , 3m — 1 , 

S/»— 2 £ , I , o , avremo ; 

3 Zm 3 3ii>-i 2 3iif-2 a Si»-'? 

iV=:io A-f-3,lo A '4-3. IO AA' 4-10. 
3 3m-4 a 3ot-5 2 

A' 4- 3. 10 (10A4-A') A" 4- 3-1 o ( ioAh-A') a" 

3 
3m-6 3 6 (i»-2) 5 

4-10 .A'' ; 4- 10 A 4- 3. 10 

(io . A4-10 .A'. ...4-4 )A 4-3. 10 

a 3 

m-a OT-3 (i»-3)(w-i) 3 (i»-i) 3 

(lo A4-10 A'....4-A )A 4- io' A 4-3.10 
iii-i i»-a w^i a (1»} in-i 

(10 A4- 10 /*' 4- A )A 4-3. 10(10 A 

a 3 

wt-a C*»-!) (»») (»») 

4-10 A'-. . 4-A ) A 4- A . 

3 
Da qnesto ultimo valore d If pia apertameats 
ohe dal primo risalta; 
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Primo. Che i cubi deUe cifre h^h\ A" . ... h 
li trovano colle re^ipettìve poteose cubiche dei 10^ 

ineomindanda dal 10 , e proseguendo fino in ul- 

3 o 
timo a 10 9 10. 

Fecondo, Che i prodotti parziali delle predette 
cifrv^ e dei quadrali loro posti secondo T ordine 
dei termini della terza potenza (55), si trovano col- 
le potenza del io intermedie fra le dna cubica 
«ttccessive. 

Quindi chiaro deriva il metodo da tenersi per la 
0strazion€ della raiica cuba dai numeri. Si incomin* 
ceià dal dividere a tre per tre con virgola le ei- 
fre del numero proposto andando da destra verso 
-j'oistra, e ciò per distinguere la vera posizione 

liei cubi delle cifre h , A, h", h , che debbo- 
no formare la radice del proposto numero. Imper« 

ciocche il cubo delle diecine h , non potendo di 
natura «na oltrepassasse dalle migliaia verso l'uiu* 

3 
3 (m) 

là. dee essere col 10 ; e perciò il cubo h delle 
mnità dee trovarsi nelle tre cifre susbegoenti alle 

3 

(ot-2) 

migliaia. Parimente il embo delle centinaia h 

' 6 
starà dopo sei cifre, perché unito col 10 , il cube 
delle migliaia starà dopo ne^e cifre , perchè unito 

9 

eel ic , e cosi di seguito. Fra «juesti limiti delle 
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pofisioni dei cubi dello cifre debbono staro gli al- 
tri termioi coni ponenti la poteuia cubica, che si 
ricerca do! nomerò profoito. £ siccome due tono 

3 
le serie che esprimono JV* rispetto alle sue cìfre^ 
dna sono i metodi per estrarre la radice cuba, dei 
qoali cogli esempj seguenti renderò ragione. 

Sia 96071959 il numero proposto per estrame 
la radice cuba. Lo pongo sotto il segno radicale^e 
separo con virgola le sue cifre a tre per tre in- 
cominciando^ come vedasi^ dalle unità. Adunque 
la radice ài questo numero avrà tre cifre ^ e sari 
perciò comparabile ad un trù^omio 

a 
IO A^io*'-hA" 

11 cubo di questo trinomio , aeguendo f ordina 
della prima serie in cui qui sopra sono dispoati i 

3 
termini ài N ^ sarà; 

6 3 4 * 3 

10 h ^3. IO tó'(ioA4-*')-<-io A' H-3 loA'' 

2 3 

(ioA-hA') (io A4-ioA'h-A" ) h- A" 

Adunque nelle cifra 96 ultimo a siaistra Tiene 

6 3 
rappresentato il primo termise 10 A , econseguen- 

3 
temente sarà A =: 4» perchè 64 =3* 4 ^ il mJbo 
prossimo minore al numero 96. 

3 458 

4ù:^M^ V(96,o7 1,959) 

1% 64 

A^(zi^8o4-12A') 3207 
60 €700 

540X5 àofl 



45o^-V 5071 

i35 125 

225o 494^9^ 

iS5o 494640 

4^0 5^9 

io8o Avanzo 47 

6i83oX8 
Sottraggoiiìl 96 il 64 9 ed accanto ali* avaqzo Sft 
aLbaflSO le doe cifre 07 del proposto Damerò, • 
rifletto cke nei numero 3207 fi dee contenere 3. 

4 
10 hh\\oh^h% cioè 12;/(4o-hA')==&'(48o-»^12A'). 

!SlÌ8oro 4^^ <^ol 3207, e trovo il quoto 6: mafa- 
eendo A' = fl «arebbe A' ( 4804-1 2A')x= iftaX^J, 
prodotto anperiore al nnmero Z^^^ ^ che lo dee 
contenere. Prendo pertanto h'z=:5 » e così ottengo 
il prodotto 5x540 =2 2700 , che sottraggo dal 8207. 
Accanto all' avanso 5o7 abbasso la cifra 1 « e tro« 

3 
To che nel nnmero 5071 si contiene il cubo h' =1 
125, coli' avanzo 494^' -^PP'^^^^ ^ questo avanzo 
calo le due cifre 95 del proposto numero , e fatto 
lo stesso precedente ragionamento espresso ancora 
dal calcolo impostato neir esempio, trovo A'^=:8 : 
onde conchiudo che il numero 96071959 ha per sua 
radice cubicjpj approssimala il numero 4^^ <^ell' ul- 
timo avanzo 47* Infatti collii moltiplica ottengo. 

3 
(/158)=: 96071912 a cui aggiunto 47 ritema il 
proposto numero. 
Volendo altresì usare la seconda serie in cui so« 

3 
no stati disposti i termini di iV , avremo per un 
éfuodrinomio qualunque numerico; 
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Z s 393 8 fi 

(10 A4-10 AVloA'V*"') = 10 À 4-3. 10 A A' 

. 7 • 6 3 5 2 

4-3.10 AA' 4- 10 A' 4-3. 10 (10A4-A') A '4- 3. 
4 2 3 3 22 -:2 

io(ioA4-A') A" -^10 A" 4- 3. 10 (10 A4-ioAV«') 

2 2 3 

A'"4-3.1t)(lO Ah-1oAVA")A'" 4-^'" ; 

E perciè se £ia proposto di estrarre la radice 
cuba dal numero 6403769800, che colla sepura- 
sione delle sue cifre a ere per tre conosco avere 
una radice quadrinomia , lo pongo al solito sotto il 
segno radicale 9 e dalla cifra 6 prima a siaL^tra ^ 

8 3 
xappresentante io A primo termine àeXltx formola ^ 
es traggo la radice cuba prossima minore , che ve- 
desi essere l '^ . Sottraggo dipoi il cubo di 1 dal 
69 ed ho r avazo 5, accanto al quale abbasso ìm 
tre cifre l^oZ del proposto numero. 

Dalla stessa fermala ri- ^S^>^ 

levo che nel 5z|.o3 si dee \/ b,^o^^'j6*^fioo 

contenere il triplo prodotto \ 

del quadrate della prima ci- 5/^3 

fra \ per la seconda fingièiiri' 3V8 . 24 
cognita ; dipoi il triplo prò- """Zoo — 

dotto del quadrato di questa gvG/. 102 
seconda per la prima, ed il - - — jr^" 
cubo della seconda. Divido a q ^ 

tale uopo le prime delie due • • ••• : 

2 571769 

cifre 54 per 3. 1 =3, ed 97^X5. .4860^ 
osservo che il quoto 8 è il 8576 

massimo che possa sodisfare ^4X25 • . * 1 5.>o 
ai due prodotti, ed al cubo in- 3 72269 

4icati dulia formala 3 è per- 5 . • . . ^25 
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ciò pon^o 8 come se» 

coDda cifra della radice 7ftl448oc 

cercata, e fatto il calcolo ^3À225X^t/r^^7^^ 
che vederi dei prediali prò- 27230 

doni, e del cobo trovo infi- 555X49 • • • • 27195 
no TavaoBO 571 accanto al 3 35Q 

quale abbasso le tre susse- 7 ... ^ ... . 345 
gweoti cifre 769 del nume- Jt^anzo . ....7 

TO proposto. 

La formola medesima mi dice ehe nel 571769 
ai dee contenere il triplo prodotf Sei quadrata di 
1 8 per la iena cifra finora incognita della radice ; 
dipoi il triplo prodotto di 1 8 pel quadrcuo di que-- 
sta cifra , ed il cubo di lei. Divido a tale oggetto 

£ 

5717 per 3. 18 =973 3 e trovo il quoto 5 massi- 
mo che possa sodisfare alle condizioni richieste 
delia formola ; onde è che pongo 5 per la terza 
cifra della radice^ ed eseguito il richiesto calcolo re- 
lativo a questa terza cifra ho in ultimo V avanzo 
721 4^ accanto al quale pongo le ultime tre cifre 
8co del numero proposto* Dopo ciò colle analoghe 
considerazioni dettate dalla formola trovo la quar- 
ta cifra 7 della radice coli' ultimo avanzo 7 , d'on- 
de conchiudo che 1857 ^ ^ radice cuba ricercata-, 

Z 
ed infatti (1857) ==6403^793^ a cui aggiunto T 
acanzo 7 ritorna il numero proposto. 

79. Siccome nella estradone della radice cuba dai 
nnmeri^ gli auami parziali dopo ia j»ottrazione dei 
cubi delle cifre di quella, sono molto grandi, gio- 
verà il sapere giudicare 1^ esattezza di tali avanzi 
con una considerazione simile u <|uella già fatta nel- 
la estradone della radice quadra sullo stesso propo- 

3 
^i|o .(73)* Sul ^ ^i massimo cubo contenuto nel nu« 
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inero IT 9 che non è cubo perfetto , o in alenna delle 
lue parti. La radice convenit^nte al totale TV^ oad 
una sna parie, sarà n con un resto, che deve es- 
sere sempre minore di 3ii(iH— l)-Hi* Supposto 

3 
infatti questo avanzo , arrtroroo N=^ n -h- 3i»(/»-f-i) 

3 3 

.4-1 s=s(ii-Hi) • dunque non sarebbe n , ma sivvo- 

3 -^ 
ro ( n^l ) il massimm €ubo contenuto in N, o nel- 
la sua parte, il che è centro l'ipotesi. Bes^a per* 
tante manifesto che qualunque degli avanzi parzia- 
li dopo la sottrazioae dei cubi delle cifre deild ra^ 
dic0 non potrà mai superare 3/t(/»-H>i), intendeiido 
con n il numero formato dalle cifre già trovate ad 
ogni passo deir operazione , e poste sovra il aegae 
radicale. 

80. Applicando alla radice cuba lo stesso discor- 

per la radice quadra (74» ®f^) ^ visibile primiera- 
mente» che se iV non è cubo perfetto^ la sua ra- 
dice, caderà fra n, ed n-Hi e dovendo essere pu" 
re composta dà un nnrnero intiero» perchè N si 
suppone intiero» non potrà essere espressa esatta- 
mente da alcun numero frazionario intermedio fra 
n» ed n+-i* Ed in secondo luogo è facile ad in- 
tendersi che volendo spingere T approssimazione di 

3 

\/i\r fino ad un limite p di decimali , convieae raol- 

'hp 3 Ip 

iiplicare J^ pel cubo ic , e quindi dividere v^ic N 

per 10 • Vogliasi per esempio la radice cuba 

Z 
di 7 a mene d i 1 d i differenza. Essendo iooo=Jl# 

loco 
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moltiplico il 7 per lo , ovTero (siccome toma !• 

stesso) vi aggiango not^e zeri. JBstraggo dipoi la 

radice cuba da 70000COOOO , e la troTO essere 

391*2 prossima alla vera; divido per loco il 19112 

ed ottengo infliie I99IÌ2 per la ricercata radice at* 

bica dei 7, diiFereute dalia vera meno che 1 

3 loco 

Infatti (t^giS) =7,000755497 numero maggiore 
del 7. 

81. Se al numero intiero N «ari unita nna/ra^ 
Mone deeimale 9 o propria^ si ridurrà la frazione 
decimale colf aggiunta degli zeri ad avere un de^ 

nominatore 10 fino al limite 1 ; a cai si vuole 

spingere T approssimasione della radice cercata: e 
te la frazione è propria si ridurrà a deeimale col- 
le stesse eendizioni. La riduzione medesima si pra- 
ticherà se sia data una fratone propria^ di coi 
vogliasi la radice cuba\ e qnindi in tutti i citati 
casi si procederà al solito calcolo della estrazione 
della radice. Si tralasciano gli esempj di questi cal* 
eoli, poiché tenendo dietro a qvanto è stato detto 
sullo stesso proposito per la radice quadra (76), si 
comprende ben tosto come debba precedersi anelo* 
gemente per V estrazione della radice cuba in tutti 
i casi qui sopra contemplati. 

82. Resta a dirsi del metodo da tenersi per V 
estrazione della radice quadra, e della cuba dai pe^ 
Unomj algebrici \ su di che è da avvertirsi in pri* 
mo luogo , ohe acciò X operazione riesca felicemen- 
te conviene ehe e/eei siene quadrati, e cubi perfetti^ 
o almeno che lo ^ieno per la niaggier jparte dei 
termini loro. Nel ^so che un polinomio algebrieó. 
aon sia ^ o aon eojiitenga un qua^r^to ,Q, un cuhé 
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perfetto 5 r operazione riescirà complicatissima , e di 
poco frutto, cosi che temerà meglio il lasciarla 
annunziata col s«gno radicale' .illorcii^ poi si trat- 
terà d^lla elencazione a quah^nqu^ potenza , e della 
respettwa estrazione di radice, potremo conoscere 
il m'^tOflo di pstr.irre <fualua«|iie radice per appros- 
simrizione almeno da un binomio i clie non sia po- 
tenzia esatta. QuesU approssimazione per la radice 
quadra f e cuba sarebbe ifui fuori «li luogo . e non 
•e ne potrebbe parlare colla dovuta chiarezza. 

Premesso ciò, F estrazione delia radice quadra, e 
della euba dai poUnomj algebrici non è dissimile 
dair operazione usata qui sopra pei numeri. Gen- 
viene avere presenti le tornale già stabilite (55) 
per la composizione del quadrato , e del cubo di un 
polinomio semplice; e quindi rintracciare col calco- 
lo nel polinomio proposto i termini della radice^ 
che si richiede. Debbasi per e=?empio es trarre la 
radice quadrando! seguente polinomio posto sotto il 



tecrno radicale. 

a 3 



^ab^ -t— 4^ 



(4 3 2 a 3 4 

'^ a Sa 6 -H 2^a b - — Sao* 4- l6* 

4 

a 

*C* 3 ft 2 

— 8tf 'ì-H24a b 
% 3 2 2 

(qu — .4a&)(~4iift). . ,— Sa b^i6a b 

2 2 3 4 

e 4-8a b — 32ab +-l6fr 

S 2 2 - 2 2 34 

^^a — Sah^b ) 4* , -nSa b --32aft 4-16^ 

000 



4 

Il primo termine a dee contenere il quadralo dd 
primo termine della radice, dunqne ({uesto primo 

termine da porsi in radice è evidentemente a • Nei 

3 2 a 

snccessiTi termini — 8aA-H24^é dee contenersi 

2 

il doppio prodotto del primo termine a pel secon^ 
do incognito , ed il quadrato di (|ue8t#. Dunque di^ 

2 3 

ridendo per 2a il — Sai, il quoto ^—4^ '*rà il 
secondo termine da porsi m radice, ed il prodotto 

2 
( 2a •^4a&)( — 4a() dovrà sottrarsi dai termici 

3 2 

^— 8a &-H 24^ h . 2 2 

Aaeanto all'avanzo -H 8« ft si abbassino i termini 

residui ^^Z^ab -Hl6& dei proposto polinomio ^esi 

2 2 3 4 

consideri che nel trinomio 8a & "^Ziab -h i6& 
debbono contenersi il doppio prodotto dei termini 

2 
della radice a -^ 4^ P^^ terso incognito , ed il ^sa- 

2 
drato di questo. Adunque divido per 2a *— 4aà i 

2 2 3 £ 

termini 8a i — 324ii , ed il yuo/o 4^ ^^à il ter- 
ao termine da porsi in radice. Infatti faccio il pr#r 

s 22 

dotto di ( 2a — 9ab -f-« 4& ) 4^ » ® trovo che esss 
compone appunto il trinomio suddivisato. Laonde eon- 

2 2 

chiudo che a — -4a&+«4i è 1» radica riohitata del 
proposto polinomio. 



Sia in fecondo luogo da estrarsi la radice cube 
àil polinomio posto qui «otto il segno radicalo. 

3 2 a a 



398 72 63 54 

V«— '9* J-h36x «I —840: rf H— 126JP d 
45 36 27 89 
— I26x ^ 4-84X J— 36a: <2 +-9:ì?«I ^^ 

9 

6 ar 8 

3a? e — •9J: d 

2 8 

' — 3jp 4I -^gjg li 72 6 3 

o •+- 36« ^ —840? «I 
4^3 23 72 63 

273? rf . X — (3jg d) . • • . , -4-273? d — 273; d 

^^ 5 4 2" 7I 6 3 5 4 

3« — 1 8a; </ 4- 27« J -1-90? d'^òjx d -Hi 26x d 

2 72 6 3 S 4 

3rrf H-Qr J — 5^xdA- 8la: rf 



6 4 54 

e ^— 3a: J -H 4^*^ ^ 

45 3 < 
—1260: rf-i-84ap d 
2432 23 54 

«7* rf (jp — 3« d) +-(3«J ) 4-27JC ^ 

45 3 6 

——__—__— ^ """^^^^ J-H273? d 

2 2 2 6 3 ^4 75 

3(jr —• 3jp i2-^3jri/ ) ,^Zx d -^--iSx d— ^5x d 

3 3627 

— - d H-^7a: J — 3&a? €Ì 

6 3 54 45 
— ^i» <f -Hl8ar d — ^x d 
3 6 27 

. -H ù/^x d — 27JP rf 
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36 
o o o-f-3a? d 
37 8 9 
— 9j: d -^-^d-^d 
6 3» . fl 3 3 36 

3rf(»— 3x d-^hxd )— (d ) • -^Ixd 

27 89 
*— 9j? <f -f-gjgJ — J 
o o e o 

Nel primo t«rmìii6 x «i dee contenere il ctibo 
del primo termiiM della radiee; adunque esso sarà 

3 
m 3 che pongo sovra il segno radicale. 

8 r a 

I tre consecutivi termini '— 90? 4-H36a? rf — 

63 m 

842; i{ debbono contenere il triplo prodotto del 

3 
'quadraì/o di a: pel secondo termine incognito della 
radice » dipoi il triplo prodotto del quadrato di que- 

3 
sto secondo termine per or , ed il cubo del secondo 

6 8 

termine. Divido a tale oggetto per Zx il -—9:1; d^ 

2 
ed il quoto — Zx i sarà il secondo termine c<;rcato 
che pongo nel segno radicale. Faccio dipoi ( come 
vedesì neir esempio y i richiesti prodotti, ed ilcii- 
ho^ e sottraggo il tutto dai termini omogenei del 

7 =2 
dato polinomio , così che ottengo V avanzo 9» d 

6 3 
•—57^? d . 
In questo avanzo unito ai tre consecutivi termi-* 
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54 45 3 6 

ni •+- 1263; d —1260? d H-84« d si debbono eoa- 

i 2 
tenere il triplo prodotto del quadrato di x -— 3x d 
pel terzo teriiiiae incognito della radice , dipoi il 

3 2 

triplo prodotto di j? • — 3x d pel quadrato del ter- 
so termine, ed il cubo di questo* Laonde divido 

672 2 

per 3a? H Qx d , ed il quoto òxd è il terzo ter- 
mine die pongo in radice* Faccio quindi i ricliie^ 
.•^ti prodotti, ed il cu&o, come mostra l'esempio, 
e sottraendo il tutto dai termini omogenei del da- 

6 3 54 

lo p^Unomio^ ottengo infine Tavanzo «— 3a; li -Hi So; d 

45 3 6 27 

— 45a; d 4- ò'jx d — Z6x d • 27 

Questo avanzo unito agii ultimi termini «^*36a; d 

8 9 
-H9X4Ì — d dee contenere il triplo prodotto del 

3 2 2 

quadrato di x — Co; d-^-^òxd pel quarto termine 
incognito della radice^ dipoi il triplo prodotto di 

3 2 2 

x — 3x ^-h3xJ pel quadrato di questo quarto 
termine , ed il suo cubo. Calcolo come io addietro^ 

Z 
e trovo essere — rf il quarto termine ricercato che 
pongo in radice : e siccome fatti i richiesti prodot- 
ti ed il cubo r avanzo finaie è zero, conchiudo che 

3 2 2 3 

X ^-^3z d-^Zxd — d è la radice . cuba esatta del 
proposto polinomio. 

Questa operazione poteva farsi ancora col mede 
posto in primo luogo per la formazione del cubo 
di un polinomio (53) ^ ma il calcolo sarebbe riu- 
scito alquante più complicate 
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GAP. V. 

Teorica delle Eiftiozioni di primo grado , 

sua applicazione alla risoluzione dei problemi 

83. Abbiamo già (48) date le definizioni ri- 
gaardanti le equazioni , ed i princip) dai quali di- 
pende la risoluzione loro , specialmente allorché non 
oltrepassano il primo grado. Molto rimane per al- 
tro a dire per compiere questa Teorica , e per ap« 
pli caria alla soluzione dei problemi. 

Incominciamo dalle Equazioni di quoto : da quel- 
le cioè , in cui ciascuno dei membri altro non con- 
tiene che la divisione accennata fra due quantità ^ 
Tale a dire un rotto. Tali sono 

b=zd , C'^^a =2 m^-^h , e simili. 

a e 2 - c« — d 

a -bx 

Queste equazioni scritte nel modo seguente a: bllcid 

a — bx: C'—ay^c-'^dim* — h 
prendono il nome di proporzioni geometriche^ e si 
pronunziano cosi; a sta in 6, come o stk in d 

2 
fa' — bx st^ in c^— «, come C'-^d sta in m — A. 
Il nome di geometriche gli conviene, perchè nella 
Geometria questo linguaggi» delle proporzioni si 
adatta alle qua^uità che essa calcola megli* che il 
lingoaggie delle equazioni. 

Invece del segno %' pronunziato come", noi por- 
remo sempre il segno = collo stesso significato 
€ome, e ciò a fine di richiamare prontamente all' 
idea l'eguaglianza dei due quoti j che formano la 
proporzione. 

Ognuno di questi ipioti si chiama ancora rap- 
porto , ovvero ragione geometrica , ed il primo ter- 
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iDine di eua dicesi antecedente^ il secondo ionìl^* 
guente. Considerata poi la proporzione intiera , il 
primo 9 ed il quarto termine dicousi gli estremi; 
il secondo j ed il ter^o dìconsi i medj. Cosi ueiU 
proporzione a: b = € : d il termine a è T antece- 
dente , 6 è il conseguente della prima ragione z e 
similmente « è T antecedente ^ dii cons^uente della 
seconda ragione^ I termini a^ d sono gli estremi \ 
h^ e sono 1 medj di questa proporzione. 

Dopo tutte ciò rimane manifesta che la propor* 
zione geometrica può definirsi V eguaglianza di due 
ragioni geometriche: ed in altre parole, Che vi è 
proporzione fra tpiattro quantità tpsande la pi ima 
sta tante volte nella seconda , tpsante volte la terr 
za sta nella quarta. E' evidente che queste due de« 
finizioni combina'no colla prima da noi fissata , cioè 
che la proporzione geometrica e una equazione di 
quoto. Da qui innanzi allorché diremo proporzione 
dee sempre intendersi la proporzione geometrica. 
Tale a dire T eguaglianza di due quoti. 

La proporzione si appella discreta quando i suoi 
quattro termini sono tutti differenti fra loro; si 
appella contintut se il secondo termine è lo stesso 
che il terzo; ed in tal caso questo termine medio 
ripetuto dìcesì medio proporzionale. I numeri 4 • ^^ 
=5 : 20 formano una proporzione discreta : i nu* 
meri 4-' i6=:i6: 64 formano una proporzione 
continua, di cui il 16 é il medio proporzionale. 

Allorché due termini della proporzione stanno 
fra loro come i quadrati degli altri due termini, 
i primi si dicono stare in ragione duplicata deise' 

2 2 
condì. Così nella proporzione a: hz=^c i d sì dice 
che a sta in b in ragione duplicata di e: d. Pari' 
meato se due termini della proporzione stanno co* 
me i cubi come le quarte petenzM , come le quin^ 



te em. dfglì altri due termini, n dice ch^ i primi 
du** terniini stanno in ragione triplicata, quadru' 
pUcata, quintuplicata ec. dei secondi, £ viceveria 
se due termini di una proposizione stanno fra loro 
conie le radici quadre , cube 5 quarte ^ quinte ec. 
degli altri due termini , si dice che i primi stanno 
in ragione sudduplicata • sutfipUcatt^^ suqqftadruplioO' 
ia, suqqmntuplicata , ec. dei secondi. 

]n generale so due quantità hanno fra loro la 
ragione medesima di dne prodotti di diverse quan- 
tità ^ si dice che le prime stanno in ragione com^ 
posta delle qnantità che formano tali prodotti. 
Per esempio se sia a: J = cdef. . .ni c*J[ef ...»', 
0Ì dice che a sta in h in ragione composta di 

e ic ^àì d:d\ di ere', dì f: f di n:n\ 

Ragione diretta è quella deVÌ antecedente al con* 
seguente; reciproca o immersa è quella del conse- 
guente ùlV antecedente. Perciò quando nella ;E?ro^r- 
sione i primi due termini crescono nella medesima 
ragione con cui gli altri due scemano , o vicever* 
sa , si dice che i primi stanno in ragione immersa 
dei secondi. £ poiché le frazioni crescono secondo 
che crescono i mumeratori; e scemano secondo che 
crescono i denominatori, e viceversa (23) ;que- 
Ita proprietà col linguaggio delle proporzioni si an- 
nunzia così : Le frazioni stanno in ragione diretta 
dei numeratori , e neW immersa dei denominatori. 

84* 1 teoremi relativi alle proporzioni si dimo- 
atrano tutti per mezzo dei principj stabiliti pelle 
oquazioru (4.8) , qualora si consideri sempre la pro- 
porzione come equazione di quoto. 

Sia in generale ai b = c: d; ciò è lo stesso che 
b z=: d ^ Questa equazione moltiplicata per ac dà 
a e 

evidentemente bcz3s:ad. Dunque in qualunque pro- 
porzione il prodotto dei medj eguaglia il prodotto 



i58 P R I ir « t P ir 

degli estremi. 8e la proposizione sia continna , «o- 

me a\ b^=^b: c Bi trova collo stesso discorso ac^sb . 
Dunque nella proporzione cominuA il prodotto degli 
estremi eguaglia il quadrato del medio. 

Allorché nella proporzione sieoo dati tre termi- 
ni qualunque , è evidente che si potrà sempre tro- 
vare il quarto termine incognito. Così nella pro- 
porzione posta qui sopra, dopo averne dedotta 1 
equazione ad:=ibcp si deduce az^ bc , d=^ bc ^ 

ad = * , ad:=ic, secondo che occorra trovare il 

"^c IT 

valore ineoffnito dell' uno , e dell' altro dei quattro 
termini preporsionali. Nella properzione continua 

poi è visìbile che b=^^aCsa=i b , c=^ ^ • ^ 

e ^ 

famosa regola detta dagli Aritmetici aurea ^ ovve- 
ro del tre, ed altre da essa dipendenti , di cui par- 
leremo poco più innanzi» consistono tutte nel sem- 
plicissimo problema qui sopra enunciato , cioè ; 
Dati tre termini di una proporzione troi^are il 
quarto. 

Quando quattro quantità sono tali che il pro- 
dotto di due eguagli il prodotto delle altre due, 
questa equazione si può sempre risolvere in una 
proporzione, in cui le prime dup quantità siano gli 
estrerai, e le altre due sieno i medj , o viceversa. 
Abbiasi di latto ad==bc, è manifesto che dividen- 
do per oc, si trova J = ft , che è quanto a dire 

e a 

e: d^:^a : b j ovvero a: *=:<?: rf. E siccome due 
rotti ^uali conservano l'eguaglianza se si rov»- 



fciano i lore termìoi, sarà ancora a =: e » ciò» 

1 ~d 
hi a =: di e 9 o sivvero dz e ì=ì b : a 
Che se in queste quattro proporzioni sì cam^ 
biaao di sito i meS ( il ode può farsi, poi- 
ché il loro prodotto resta così sempre lo stesso)^ 
avremo ancora altre quattro variazioni ci a=:dib 

a: 0=1 b : d 
bi d=: aie 
Nelle quali tutte si conserva la proporzinalUà ^ 
perchè da ciascuna si ottiene col prodotto degli 
estremi , e dei medj Y equazione stabilita ad =: cb. 
Laonde si deduce inversamente: C?ie i termini di 
una proposta proporzione a : b=ic : d si possono 
i^axiare di sito in sette differenti niodi ^ purché le 
i/ariazioni sieno tali che il prodotto degli estremi , 
e' dei medj sia tempro lo stesso che quello della 
proposta, cioè ad=: bc 

85. Data la proporzione aibzn^c: d^ sono pari- 
mente in proporzione- Primo. La soniina , o la dif- 
ferenza dei termini di ciascuna ragione al primo ^ 
o ai secondo termine di loro. Secondo. La somma 
dei termini di ciascheduna ragione «jjla difTerenza 
di questi medesimi termini, e viceversa. 

Abbiamo infatti dalla data proporzione la equa- 
uone ad = bc. Ma variando questa iv^tessa propor- 
eione in tutti i modi seguenti ; 

« ±1 A : a =2 e ±= d: e aia±ib = c ic ±:.^ 
a±zb ib =:c±=idid bza±zb=:ftictz^ 

a-f- A: a— A=:c-hJ; c— i a — b\a'\- b='c — d: c-mJ 
Si ottiene sempre il piudotto degli estremi eguain 
a quello dei medj , rioè adzrr^bc. Dunqi/e tutte qua- 
tte variazioni sono altrettante proporzioni, 

86. I medesimi quattro termini proporzionali 
a : b =c ; d restano io proporzione se per uoa integ- 
ra qnantità si moltiplichmo , u si dividano il pii- 
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ino ^ ed il secondo; oppure il tereo , ed il quarto; 
oppurt il primo, ed il terao; oppure il secondo, 
ed il quarto: come ancorm rooltiplicaiidt) , o divi- 
dendo ono di questi binari per una quantità , e L* 
altro binaoo per altra. 

Sieno le quantità m, n Aae qualunque moltipli- 
catori, ovvero divisori, e si osservino le seguenti 
moitif^iclie , e divisioni fatte nei proposti termiiii 
pr^porzionoii, 

nta:mbz=ic:d ma: b = mc;d 

a : h z=:wu: \md a\ mkz=z e : md 

Il comune prodotto degli estremi, e dei medj è 
qui^ mad=^mbc^ equazèome vera, perche ad=^h€. 
Si faccia ancora; 

a : b z=z e: d a : b =^^ • ^ 

a : b ^=: e : d a : b t:^ e : d 

m m m m 

11 comune prodotto degli estremi ^ e dei medj e 
qui, ad ^=^ he ^ cioè ad = bc» 

m 7fi 
Facciasi inoltre ; 

ma :mb^=i f^ :nd na :mb=: nc: md 

ma: nb=^mc ind ma: nb = mc: nd 
•vvero a ; b = e : 4 g ; b =^ e : d 
m in II n n m n m, 

a i b =^ e : d aj b = e : d 
' 77» n in n m n m n 

Nel primo caso il prodotto degli estremi^ e dei 
medj sarà mnad=imnbc ; nel secondo sarà ad^ =bc 

Risultando adunque da tutte le precedenti molti- 
pliche, e divisioni un composto di quattro termi- 
ni tali, che dai prodotti degli estremi e dei medj 
si ottiene sempre T equasùoae ad=éc , coaviene con- 



eladere che eui«€uno di qii^iti composti formi tibfi 
proporzione* 

Sì adopra questo teorema, specialmente per fa/e 
sparire le frssioni dai termini della proporzmtm.^ 
come ancora per ridargli a più semplice espressione 
cjualora abbiano un sobm ulti pio comune. Sieoo per 
esempio le proporaioni 5 1 e a 3 «=s 7 • * 

4 •' e 6 sa: 8 j^r y 

7 i 

Volendo dalla prima far sparire i rotti l , Z 

"i" ó" ; 
moltiplico per ic la prima ragione ^ e cosi la prò* 
porzione diviene senza fotti; 

55 : 26 = 7 : « 
Volendo dalla seconda far sparire i totti 1 > 1 ^ 

moltiplico la prima ragióne per f ^ e T altra per 
5» Ottengo così senza rotti; 

29 : 49 i= 41 : ójr 

Stando la proporzione i8:f2=:l5:je^ se diri- 
derò la prima ragione per iS^ es8tL diverrà più 
semplice in questa fbrma ; *i :45=i l5> a?. Potrei 
ancora renderla setnplice divideiido per 3 il primo^ 
ed il terso tennine^ è diverl*eìbbe coii 6 ; 72 =2 5 : ar. 
In seguito dividendo per 6 ia prima ragione avtò 
per ultimo residtàmehtd 1 : 12 = 5 : a? 

87. In qualunque tinsero Ai rùgieni eguali, la 
somma degli €uuecedenti sta alla sonima del tense- 
gitemi come un antecedente qtialnn(]ué id stlko con^ 
segueni^m 

Sia per esempio a: J =c;rf2=:e :/^=r^: A ee. ; 
io dico che «tara , «H-c-H-e-H^ ; i^-rf4^/-f-A=a : i, 
ed in óbaséguenta ct>me ogni altro an>ecedlfnre > al 
tuo camegneme. Intatti moltiplicando gli estremi, 

11 
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abbiamo éUh^be^be-^bg; molti pi :caiido i msdj ab- . 
biamo ab-^-ad-t-af-^-^ah. Ma ab^=:aby ed att^esa V 
egualiaoza dalle ra^^o/u è aticora ad:=:bc ^af=ie^ 
ah = bg- Dunque i|ue8tì prodotti «ouo eguali , e prr- 
•iò a^ e I \ g : ft-Hrf-t-/*-4-A =: a : ^ è una pr^pinf 

8H. Nella proporzione comiìUéa a : fr = fr : e ^ il 
prima 8tà al ultimo termine e «me il qnadrato del 
prima al quadrato del 8econdo , ovvero come U 
quadrato del lecaodo al quadrato del terso- 

Abbiamo infatti da questa proporzione ac^=zb , 

a moltiplicando per a sarà a e = ofr • Dunque 
2 2 2 

a =3 a : o sivvero m: c:=sa : b . Ma dalla stesr 

b 2 1 

•a proporzione abbiamo & ==i e^ e perciò b z=z c^ 

ab 2,2 

a b 

' 2 2 

* ■ 

adunque atarà ancora aic:==^ b ; e 

Se la proporzione continua prosegue per un qua* 
lunque numero n di termini carne per esempio 

a:bz=ib:c.^c:d:=idie^=:i e : / s:e , 

intendendo s, e gli ultimi due termini ^ avremo 

geiteralmente a i t ^=^ a : b , ovvero coma 
n-i n-i #i-x n-i 

b i e ^ e : d oc. 2 

Si pong a ft = 3 y ^ sarà b sxoéj ^ e perciò arsi af , 
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«y , e:=:^aq ..,..., e:=34i^ . Ma è «videil' 



y 



te che flti tf : a^ =: a : (<i^) . Dunque sostitueodo 

i»-i »-i ' n-l 

/ inv«*ce di a^ 3 e & invece di (a^) questa pro^ 
porgono- diverrà /s-1 n-l 

a:/=:a : h 
£ poiché dalla data proporzione €ontinùa risulta 

»-l n-i n^i' 
& =: e = e eo. , sarà ancora & s= e sa e e^. 
^ "i~ ~Ì~ /i-l ,n-l jW-i 

w-l w-l »-t n-i w-i n-i^ 
Laonde starà a:tr=za : b z=i b : e =: € : d ec- 

Allorché nelU proporzione continua a:bz=:zh :c 
=:c :</.:••• 5.*/ si tralascia di ripetere i ter- 
luioi medj , scrivendo pia iempHcemente 

a ;b :c : d t 

essa preste il nome di progressione geometrica , la 
quale alrl^non è che una serie di termini crescen^ 
ti y o decrescìenli per quoti eguali. Sarà 

opportuno il trasferire di parlare di queste pro- 
gressioni nel trattato generale della serie , che da- 
remo più in avanti* 

8g. Già si è detto cosa è la regola del tre , e 
come essa attenga alle proporzioni (84)* Ke dare- 
mo adesso alcuni esempj, acciò si conosca tosto 
qualche applicazione della teorica qui sopra esposta. 

Sia pertanto proposto di trovare il prezzo di 
braccia 1S4 di panno essendo noto che braccia 214 
(li questo istesso panno sono costante Lire 3638. 

£* facile argomentare che le quantità di una istes- 
sa merce son* proporzionali direttamente ai prezzi 
loro. Chiamando adunque x il prezzo incognito del- 
le braccia 184 j si imposterà la seguente propcr" 

zione\ 214* 184 = ^^^^-^ 

Col prodotto degli estremi ^ a dei medj si otterrà 
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2 1 4ji = 66939ÌB 

S qntndU i' prexao iocognito di braccn 184 ^^tk 

ar = 3p28 

In ^fuetto «d ia nmili etempj la r^clm del m 
dicesi direna perthè appunto i termini f'>«Ja prò- 
^rùone tono m ri^gUmé diretta (83) Ma ae fòsse 
dato qoMto quesito. Ho misurato con una canna 
di braccia 6 una strada ^ e la ho trovata lunga 
canne 694 Dipoi mi sono accorto che la canna 
ara scarsa un soldo. Potrei sapere la giusta inisa- 
ra di questa strada senaa tornare a misurarla eoo 
yna canna esatta ì 

Conviene qui considerare che la lunghezza della 
itessa strada cresce nel numero delle canne quanto 
queste sono più piccole, e viceversa. Duocfue la 
lunghessa della strada sta in ragone inversa d«^lle 
Canne adoprate per misurarla ( 83) j ^p erciò in 
quelito, ed in simili casi la regola J^Sfre dlcesi 
inversa , ovvero rovesci^. Chiamata pertanto or la 
lunghezza della strada misurata colla canna esatta 
di Braccia 6} riducendo le braccia in soldi, e ri- 
flettendo che la ragione inversa è espressa dal de* 
nominatore dei tetti; (83) ^ ^1 imposterà la aegoeo^ 
\e proporzione* 1119:120= 1 s 1 

594 ^ 
Gol pirodotto degli estrenpii^ e dei medj ottenga 

119 = lao 

E quindi colle ente regole delle eqvaùoia 

«= 594x1 19 =^5^^ 1 
la© 20 

9P. La re^o^a del tre dieesi eòmposta quando 
^^SÌA propoFÙone che adopera vi sono almeno due 
termini composti del prodetto di più quantità , fr% 
le qaali 9|ia aole è incognita. 



Si vogliano per ewitpio calcolare i giorni > chi 
dovranno impiegare 72 uomini a acarare braocif 
84 di un canale lavorandovi 6 ore del giorno > 
avendosi fatta esperienza che 18 uonàini in 1 5 gior- 
ni , lavorando 8 ore del giorno hanno scavato brac^ 
eia 3o dello stesso canale. 

£^ visibile che V opera dello scavo resulta diret- 
tami^nte dal prodotto dei numeri dei lavoranti ^ delr 
le giornate » e delle ore giornaliere dei lavoro. Aduli'' 
quo le due proposte luoghezsBe del canale sono iti 
ragione compose respetti vamente dagli oominì^déi gior^ 
iii»e dell'ore impiegate in ciascun gioreo. Quindi é chto^ 
chiamando x il numero delle giornate incognite ^ 
si imposterà la seguente propórtiùnù i 

30:84=^18. 8. \àì 72. Sx 

Tn questa ^ ed in altre sìmUi proporzioni il meto- 
do generale da tenersi per ritrovare il valore delV 
incognita è quello di eseguire le moltipliche accen- 
nate, e quindi col prodottò degli eseremi y e dei 
meJj gìunglere alla e^fuazion» risoheme. Ma qualo- 
ra 81 incontri ^ come nel caso presente ^ che i /a^ 
tori di un termine abbiano un submultiplo comune 
coi /attori di altro termine vi si può applicare il 
principio già spiegato (83) per l'oggetto di ren- 
dere più semplici i termini di confronto ^ e 3 tra- 
scurando le moltipliche per esteso ^ ài alleviare al'* 
quanto h fatica del calcolo. 

Che però ridotta la proporzione superiore idli 
equazione 84 ^= 7^ . 6x 

"Sr i8.8.i5 
li sehisino i suoi rotti ^ ed essa diverrà 
jlA ±= X i e quilidi apssi^ 

Sia ancora proposto il seguente qntfsito. tift tàiÈ^ 
ro lungo braecia 36 > alto braccia 4 • ^ gfOUsO brao» 
«ia a è stato eostraito in 8 gìot&i da 6 Mainatoli 
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eoo 12 Manovali ; Dovendosi adesso costruire altro 
mare alto braccia ^^ , e grosso 2 i » si domanda qoaii' 

T T 

te braccia in Innghessa ne potranno costruire in 
9 giorni IO Muratori con 20 Manovali. 

Siccome il murqm<>nto è proporzionale non &o]o 
al numero dei lavoranti, e del tempo del lavi»ro, 
quanto ancora alle dimensioni dei mori dovranno 
farsi le ragioni composte di tutti questi elementi. 
Avremo perciò la 5»eo:uente pr'»porzione , in cui x 
m la liinghessa incognita del muro da costruirsi- 
6. 12.8: IO. 20.9=: 36. 4* 2 : 4 ^ . '^ '^ ijc 



Tolte le frazioni ( 86 ) dalla seconda ragione , avrò 
l' equazione io. 7C . 9 =^ 1 4 • '^^ 

6. Ili cS ò6.i^» i2 

E schisando resterà 5 • 5 = 7. 5a: 
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Togliendo il comune ìnohiplice 5 , resterà 5 = 7^, 

8 isie 

e qu'udi ;» =s 77 i 

7 
91. Allorché più cause cencorrouo a produrre 

un effetto , e si tratti di repartire V effetto ia ra* 
gione di ciascuna delle cause, la regola delire ap- 
plicata a simili (]uesiti prende il nome di regola 
di società '9 m^i gU cooverrabl>e forse meglio il no- 
me di regola di reparto. Uebbasi per esempio ri- 
solvere questo problema ; 

Quattro persone hanno preso in società il cotti- 
mo dell?! costruzione di una strada per Lire 6.590. 
La prima di esse n»^ ha costruita a sn*^ j^pe^e Cnn- 
ne 74 > la seconda Canne 86 , In terza Canne 200, 
e là quafta il rimanente , cio^ C<inne i3o. Si do- 
manda quante lire dovrà av^re riascun Cottimante 
io ragione del suo lavoro. 



( 
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t* manifesto che lo ciya8«^ coacorreatì a formare il 
prezzo di Iure 6Ì90 sono i diversi tratti di stra* 
da costruita. Si dirà adaaqne ; Come la somma dei 
kvorì sta al prezzo totale ^ cosi ciriscun lavoro par* 
ziale al sao prezzo parziale. £ perciò chiamati 
^ 9 y t ^,u T prezzi parziali , che convengono a eia* 
flCuQ Oottimante, avremo le seguenti proporzioni, 

74 
86 

200 

180 ^ 74 : op 

340 : 6590 =3 / 86 : j^ 

200 : S 

180 :tt 
Da questa si dedurranno colle solite operazion 

gg s s 74 . 669 =L: 9o3- % 

54 ' 27 

^=86*659 ^=^ J<^49' ^4 

34" "27 

z = 200 # 6.J9 = 2440* 20 

Ò4 "27 

tt := 1 80 . 659 ==2196. i8 

Somma di riprova L. 6J90.-— 

Sia proposto inoltre il problema ; Tre Negozian- 
ti in società hanno guadagnato Scudi 4^20. Il pri- 
mo aveva posto il capitale di scudi 35o per otto 
niesi> il secondo scndi 4^^ V^^ ^^^ 5, il terzo 
scudi 835 per mesi 2. Quanta parte del guadagno 
dovrà avere ciascuno ? 

Essendo qui le caui-e del guadagno in ragione 
composta del capitale , e del tempo in cui il dana* 
ro si negoziava , la regola di reparti in questo , ed 
in casi simili dic<^i composta. Chiamate «dunqot 
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db, y^ » l6 arsioni ìnoognita AA guadagno dovu- 
te al primo, al Aeoondo, al teno dei Negozianti 
e facili) argoinent^ire che le proporzioni dovranno 
impostarsi nel modo seguente ; 

8X35o = aSoo 

5X4^5 =f 2125 

SX835 =^ 1670 

6595 : 4^20 

Da quatte ti dedurranno colle solite operazioni 

x=3 9c/^. 28oo=Sdi.i9J9 . "^q 

i3i9 1.319 

^=5904. 2125 = 1466. 536 

i3i9 1319 

_ ^ = 904. 1670= 1144 -^^44 

i3!9 i3iQ 

éomma di Riprova Sdì i^Ò2Q. — 
92* Dalla eifuazioni di quoto fin qui trattate sotto 
diverti aspetti aacout^o la natura dei problemi pro- 
posti 1 passiamo ad applicare le altre tntte di pri- 
mo grado alla risoluzione di quei problemi a cui 
cwìTengono , e che sono detfi perciò di primo gra- 
do. E pai€>lià data la proposta si è insegna to il me- 
todo di giungere alla risolvente in tutti i casi pos- 
sibili , cbn noa eccedano il primo grado (48 , e 49)> 
batteri qui spiegare il modo col quale dal dato 
problema si giunge a formare la proposta^ ovvero 
Tcome più comunalmente dicesi) il modo di porre 
il problema in equazione. Ma essendo il problema 
alget^rtcù una questiona di una indefiaita varietà 
dipendente dalle operazioni del calcolo delle quart- 
titik , non può darsi alcun metodo generale per 
porlo in equazione^ e Fuso soltanto j e T esercizio 
possono agevolare la pratica da tenersi; quantun- 
que sostanzialmente essa si riduca a tradurre nel 
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linguaggio algebrico lo «tato della questione espres- 
sa nelle parole del probleipa. Conviene adunque 
intendere bene questo linguaggio^ e aaperlo usare; 
dopo di che considerate attentamente le condizioni 
del problema ai potranno distinguere le, cognite 
dalle incognite, ed esprimere con segni> con lette^ 
re, e eoo numeri, ed in somma con tutti gli ar* 
tifizi del linguaggio Algebrico i medesimi ragiona* 
menti, eie medesime operazioni, cbe bisognereb- 
be eseguire per verificare i valori delle incogni- 
te 5 se essi fossero, dati. 

Tenendo dietro a queste generali riflessioni ve- 
niamo alla pratica di porre il prpUena ia equaziq^ 
ne; e sia primieramente proposto il seguente Problema. 

Tre amici guadagnano insieme al gioco scudi 
160, 11 secondo guadagna scudi 8 più del primo, 
e la vincita del terzo eguaglia la somma delle vin- 
cite degli altri due* Quanta è la vincita di ciascuno ? 

Sia X la vincita incognita del ^rimo Giocatore : 
la vincita del secondo , che guadagna scudi 8 più 
del primo sarà x4— 8 : e poiché la vincita del ter- 
so eguaglia le altre due viocire , esjsa sarà 2a;-H8. 
Ma la somma delle tre vincite dee montare a scu- 
di 160; Avremo adunque^ 

Vincita del primo x 

del secondo x+-8 
del terao a£4-8 
Somma 4^-4-i6s=|6o 

colla quale equazione sono espresse tutte le condi- 
zioni del problema. Da questa si dedurrà colle no- 
te regole la vincita del primo arxaSó, e quindi 
quella del secondo 44 , e quella del terzo 80 . 

Gli Aritmetici usano ingegnosamente la regola 
ite/, tre anche per la soluzione di tali problf^mi. 
Prendono a capriccio un qualunque, numero /i invece 
dali^ incognita x , « fanno con esso tutto il calcolo 
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che esigono le condizioni drl problema fino ad ot- 
tenere 1' ultituo resultamento , che per lo pia non 
è (|uello voluto dal p< oblem:! medesimo. Dipoi im- 
postrino fjiiesta generrde proporzione, li rei^ultamen^ 
to fidso ottenuto da n »t\ al resuitamento richie- 
sto dal problema , come il nufnero supposto n stk 
al numero incognito x^ che dà la vera risoluzione. 
Questo ragionamento è esatto in tntti quei casi m 
cui il problema conduce ad nn e<{ua2Ìone coli" in- 
cognita in un solo membro moltiplicata , e divisa 
per altre quantità, e coli' altro membro composto 
di quantità note. Infatti se T equazione sia di que* 
sta , o di simile forma ^ x -H^r-— ^r = ?rs — /k 

4i e e 
prendendo n invece di x avremo ; /i -h ^/i i — dn 

a e e 

= j»'. — A', in cui m! — ti rappresenta il resulta- 
mento diverso dal richiesto m — A. Dividendo l*una 
equazione per T altra si ottiene evidentemente la 
proporzione espressa di sopra , cioè m — A' : 1» -A 
z=z nix 

Ma se y equazione ha una forma diversa , e sia 
per esempio quella del problema precedente 

uon b\ può col numero n sostituito ad j? , e col 
r^snlta mento a! dipendente da n dedurre la proporr 
tione a' : a = u : X. Pc rchè in questo cafe O /-rJ— ^A rrtg 

non è risolubile nei termini proporzionali richiesti. 
Fperò facile il vedere che riducendo la proposta 
alla forma prescritta , quale nel proposto esempio 
sarebbe 4a? = tf — 2*, avremo secondo il ragiona- 
mento degli Aritmetici a'— .o^:a Q,b=^rir x 

Vediamo adesso come questa esatta proporzione 
'sciolga veramente il problema Freud asi n eguale 
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ad nn numero qualunque per esempio 19 , avremo 
ù! — 2i=76 resultameoto falso, poiché il vero 
numero dee essere a— -2fr:=i44* Sostituiti questi 
valori nella proporzione di sopra j essa diverrà 

76: 144^=^19*^» ^ quindi x=2 i44><i9=s S6 

— — - -*■ ^ > 

76. . 

La regola del tre cosi applicata dìcesi regola ài 

falsa posizione sempUce ^ ed il numero supposto n 

si chiama la posizione, Proponiamoci di risolvere 

con questa regola i seguenti problemi dopo che 

taranno posti in equazione per la loro più genera-» 

le risoluzione Algebrica. 

Problema li. Voglio cambiare scudi 240 in gros- 
si ^'pavoli, lire, e testoni; ma vorrei lo stesso nu- 
mero di ciascuna sorta di moneta. Quanti grossi^ 
pavoli ec. dovrò ricevere ? 

Sia X il numero delle monete di ciascuna sorta 
siccome il grosso è 1 , il pavol o 2 , la lira 1 , 

2T 21 7 

il testone a d ello scudo , le condizioni del proble- 

ma verranno .espresse coir equazione 

X -f- 2x -H X -H 2x =5 240 

2P 2? 7 7 
E da qu**sta colle note regole si dedurrà x:=^^2o. 
Suppongasi per falsa posizione che rincognita x 
sia il numero 10 Si sommino io grossi ,10 pa- 
voli , 10 lire, e 10 festoni, e si avranno scudi 
5 5,6 non già seudi 240 5 come dovranno esse- 

re. Facciasi quindi la proporzione 5 5 2 240=^10 : a? 

Da questa avremo pure a: =2 4^0, come sopra* 

Problema ITI. Tizio deve una somma a; ne ha 
già pagata una porzione , ed ha caloólato c^he la 



fraftioae p del residuo eguaglia la frazione ih ài 

ciò che ha pagato* Si domoncla quanto abbia pagato^ 
Dico X ii deuaro pagato da Tizio il resto del 
suo debito sarà a-— j; Ma per le condizioni del 
problema maa , =3^(a— a?); e di qui lixrisohencé 

n q 

ifm-^-np 

Per applicare al problema la regola di falsa pò ^ 
sizione semplice, oOBviene avvertire di porre l' equa- 
sione sotto questa forma mx -f- px =^ ap . Sup- 

[ ^ '^rT ~f q 

pongo in seguito un numero qualunque x', ilqu^^ 
le posro invece di x nella precedente dia il resul- 
tamento falso a^p'^ ed impostata la proposizione 

a' t a :i=: x' t a: j ottengo x =^^£j 

a 
Acciò si veda che questo valore -di x] ancorché 
espresso in termini generali , risolve veramente il 
problema , riflettiamo che dair equazione mx' -I- p3^ 

"=: ap n deduct x^ ^=^ pn . Danque :c=ajr'=*B»ii; 

q a qnt-^pn a qmt^nq 

come avevamo dalla risoti^ente di sopra. 

Problema IV. Sono tre borse con diversa somma 
di denaro 5 che voglio distribuire per egual porzio- 
ne in ciascuna. Perciò dalla prima borsa cavo tan- 
to da raddoppiare i denari che sono nella seconda^ 
e nella terza; Fatto ciò mi avvedo che nella se- 
conda borsa vi ^ troppo » e ne cavo tanto da rad- 
deppiare il denaro rimaso nella prima, e tatto queli- 
to detìa terza. Con questa distribuzione la terza 
rimane superiore alle altre ctue^ ma Cavando da 
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i|iiesta tanto da raddoppiare il denaro di quelle, tro- 
vo infine che m ca^^cuna borsa 8oao Lire iooo« 
Qoante lire erano da principio in oiascanà borsa? 

Sieno X le lire della prima ^ y quelle della se* 
conda , ed inoonsegue&Aa 3oco«*^a; *--«^ le lire della 
terza born nel loro primo stato. 

Dopo il vuoto fatto nelia prinsa resteranno io 
questa Lire o,x — 3oQo,Le lire raddoppiate nella 
seconda borsa saranno Q,y 

Nella tersa saranno 6000 — 2;p — ^y 
Fatto il Tuoto nella seconda borsa per raddoppia^ 
re le lire della prima ^ e ddla terza , avremo nel- 
la prima. L^x^-^^Oi:^ 
nella seconda l^* — Seco 
pella terza 12000 — ^x^^l^ 
Infine raddoppiando oqi denari della terza quelli 
delia prima, e /della seconda borsa, avremo la di- 
stribuzione richiesta nelle tre equazioni; 

Sa; — ia00C5=?^1000 

8y .^' 6000 = 1 00© 
21000— 8ap — 8y =^ l©oo 
palla prima ottengo ;r=:i 620, dalla seconda ys=:875, 
e di qui deduco, che nelia terza borsa dovevano 
essere da principio lire 5oo. 
La faUa posizione richiede in questo problema 
nn particolare artifizio. Si trovino tre numeri che 
abbiano le condizioni richieste nel denaro delle tre 
borse, e eie potrà farsi facilmente cosi. Suppongo 
che la distribuzione eguale in ciascuna borsa non 
sia di Lire 1000^ m% por esempio di Lire 4» 
Avremo adunque nella prima Lire 4 $ 

nella seconda 4 
nella terza 4 

Avanti questo stato la terza coi suoi ^doveva Rad- 
doppiare i denari delie altre due \ perciò allora 
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Lu {>orzione del quarto ; 4ft-H i (x — 4* — ^3^) 

n 



La porzione (A) dell'ultimo ^ft-f- i (x-in*-(iif-i)^) 

Si noti C5he T espressione della parte (A) si tra- 
iforma in ciascuna delie' espressioni precedenti 8oU 
fantf» ch^ si sosrituiscano ad m i numeri \^%Z, 4, ec. 
Perciò tnif^sta espressione è il termine generale della 
serie ciie roni[)Oiigono queste porzioni; ed in conse- 
anonzù le e((uazioui seguenti fatte reLitivunietite ad (A) 
si verificano ancora relativamente a ciascuna porzione. 
Ciò posto i'ormo r equazione di (A) colla parte 
del primo, dio per i)>o(esi debbono essere parti egua* 
li 3 ed ottengo *•+- 1 (x-ft)=ai»i-H 1 (x^mb^{m-i)p) 

n n 

Tolti i termini comuni ai due membri resta 

o=:(ii»~l) b^ (m^i) {b^p) , 

n 
E da qvétta colie note regole ottengo /»c=:&(ii— -i) 
Eguagliando (A) alla porzione generale p^ come 
dee essere, avrò; 

mfr-4- 1 (oN— m&~(j»—l)/B>)==/^ 



OTvero^ moltiplicando per », ift*(/i-i)-HJc=/>(»-H-'») 
Sostituendo in questa equazione *(ii-<-l) invece di p, 

ottengo x^==h(p>' — i) : sostituendovi al contrario/^ 
invece di b (»— i) , ottenga afz=zp( n^^l} 

Finalmente per determinare il numero m delie 
persone »i rifteita die nell'ultima porzione (A) la 
quantità a> — wi-r(''*— i);t> deve essere zero > acciò 
resti esaurita tutta la somma x» Sarà percib mk=p, 
e quindi m = p = ^ — ^l » 
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Biepilogaodo le tro rinolvtmi p ^mbl h (»b*~i) 

X s=s b (n — i) 
m = i»«— 1 
•i conofce il modo facilifliimo di determinare le/a* 
cognite p^ X, m per messo delle cognite b^ a del 
Problema* 

La soluzione per falsa posizione riescirà pio chia- 
ra pouendo ia numeri le quaiiiità note • Facciasi 
adonrine b^zr^So^ /is=7 : dipoi si supponga che 
ii numero incognito delle persone eia 4* Acciò col* 
la porzione p deir ultima persona rimanga esanri* 
ta tutta la somma x conviene ohe sia> x-^^0(&Q. 
— — .3/i[=:o, e perciò /':=4X8os=:320, e c|aindi 
a:=:l28o. Ma poiché colla prima distribauone la 
parte del primo deve essere 3i2o , avremo 
8o-t- ' (1280 — *8c)=3ao j e dà •qui 7is=a5 

-mentre doveva trovarsi n=s7* Argomento però 
dal calcolo fatto che il numero n supera di un 
uoitiV il numero supposto m » e perciò secondo i 
dati del problema il nomerò ivs dovrà essere 6» 
Considero ancora che la somma 4? ss 1280 si rile- 
ga dal numero 8e mbltiplicato per 16 » che è il 
quadrato di 1^1=4» numero supposto delle perso- 
ne. Adunque , siccome secondo i dati del Problema 
il numero vs deve essere 6 converri che la vera 

2 
somma x nasca da m s=: 36. Dopo tali riflessioai 
formo secondo U regala le due seguenti proporr 
aioni. 

4 « 3^^ ^=^6 2 P 
164 1280=^6: X 

Da queste deduco p s=s 480^ xs288o » eoi quali numeri 

resta sciolto il Problema. Per altro anche in questo 

si vede , come nel precedente , che dopo aver di- 

12 
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pioe^ra^o ^^^ ^^ numero delle prtrsone deve essere 
g, e che la sonnua x si defluce dal prodotto da 
gq pel (|uadrato di queir niiiiiero, si trova f^ulibi— 
%o senza aitra r#|pe>/fl)t?s=6X^05=z^8o, ed a:=50X8o 
fc9 a88o. 

, . ^^ Dalila diverge applicazioni f^ne fin qui deìlm 
nugola di falsa posizione semplice app^ri^cM:; che e.^^^ 
i un mei odo di risoluziooe ribr ietto a poclii casi ^ 
ed è per lo più indiretto quando il prohlema e al— 
quanto ceniplicatoe di ntodociie abbisogna qunn 
tempre la face del metodo analitico per spiare i 
pa^si da prendepM^ acciò la regola riesoa. Gli Arit- 
metici si fono studiati di' renderla più generale 
upanOovi due , e piti posizioni- , ed in <(uesiH forma 
r hanno chiamata regola di /a/ sa posizione doppia^ 
ed ancora Htgola di falsa posizione composta, y uè* 
•ta risolve ceiraiuente tutti 1 problemi di priitio 
gr^do t f si può applicare con (gualche snccesso ai 
probUmi dei gradi* superiori af |irimo , come ve- 
dremo a fiuo luogo^ 

Per vedere in che consisto la citata regola^ «ia 
proposto per esempio un Problema, che conduca 
fiUo due seguenti equazioni- 

(1) ax'¥-by=i6 
(a) ax «4- 4y sirc^ 
Prendo a capriccio due numeri x\ ^'che sodi-* 
sfacciano air equazione (1), e dico ciascuno di que- 
sti prima posizione. Sostituiti x\ y' invece óì x ^ y 
afilla e(}uazione (2) non daranno probabilmente il 
re#i|itaniento e' , ned qual caso sarebbe x'z=iX9y^=3rt 
•d il problema risoluto : ma daranno un resulta-p 
mento diverso da e\ che chiamo R» Àvr^ così d\> 
tre due equazioni; 

(3) ax^ ^^iy T=tQ 

Dopo ciò prendo a capriccip §ltri due aamepì 
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jr'\ y '^cbe pariniftoce fo^JisfacGiano airequaziotis 
( I ) , ciascuoo dei qaaljf ch^iamo seconda positione ; 
e questi pure sostituiti i«(vece di a:» ^ di y nell* 
ef^uaz ooe (2) non daranno Terisioiiimente il re* 
auitaineuto c\ ma altro diverso , che chiamo r. Avrò 
pertanto altre due equassioni ; 

(5) ax^'j^by'^e 

Sottraendo l'equazione (i) dalla (3) , e dipoi dalla \5\ i 
ottengo a^'r—a;y=— *' ^— J^; ^" — ^=:=— ^ly '— ;y) 

£ da queste deduco la proporzione 

«— x: x" — a:=:y— ;y ;y— :^ 

Sottraendo l'equazione (2) dalla (5),.t dipoi 
dalia (6) ottengo; 

a (x — a?)-H* f^'— rT==^— *^' 
a (r"— x-)-Hi ]^"— ^|=r— e' 
In queste sostituisco ad y — y il 8uo Talora 
, a (x — x) ; ed ad ^"— / il «no valore 

— . a {x" — x)j ed ottengo; 

( a' — ah) («".=-«) =! r— «' 
T 

E di ^m lo proporzioni x — x : ^"t-dO--jR.«.<j'.y.^g' 

Ovvero prendendo i valori di 71, e di r dalla (4% 
e dalla (6) equazione ^ avrò » 

*r:*;^',^^) =:a V-Hiy-^' : a V'^-Vy 

^ ti #/'f f f! ÌJ V ' * 

Le quantità ax-^bf^ — e , «a: j^-a/^ — il 
dicono ^/i errori, e saranno positht, o negaU^^i 
secondo che e' è minore , o maggiore della som*' 



y|ia dei teriniai prtcedenti Fatto adunque ii| mim 

if prpporaioBÌ di «opra diverranno; 
.pfilU quali 8i deduce 



Kon è (JifHci^e estendere ^q stessQ r»gionaint-iJio 
^ tutti i problemi di primq grado, cii^ abbirAiio 
«a c}ualuu(|ne numero di incpgnit^ i ed altrettante 
fBijuaaioni. Infatti elimiiiaQdQ pql noto merodo (^§9) 
(Qtte le iocoguite fuori che duij, per e^^empiu xjr^ 
{{ftulterdQao due equazioni dì questa forma. 

{,\)Ax^By^C 

\<i)Ax-^By=:C' 

Sostituendo in queste, due posizioni x\ pc:'^ ìii« 
Vfce di j^ coilq stesso metodo usato di sopra ^avr^ 
}e proporzioni s ' 

f Tf \ 

X r^x : X •— »* ) j_ 17 .^ 
Y ^^Y * Y ^"^Y 1 

J«ar?i=»:E=^VH-*>VC', z^e=Ax''^By'^^ 
^p invece di laMsiare ^ , ^ neile equassiooi (i), 
(2) ayessj lasciate le incognite y ^t ^ dipoi 2 , r , 
f po^i fino air ultima incognita^ che cliianMì aip 
aTr^j ottenuto f^Uo «teaeo calcolo 



P erciò gli 9(«j8Ì errori fc A' ir ^ bastano a da* 
ter minare tutta quante le incogL|t9 colle propor*. 



lioni «'— a; : x" — x 



*lAÌ!ÌSBg« «Il 



à! —z\z,"—-z \ isii±Ei 
à' ^tìt"-^i 

• • • * • é . 



Ddllé <]uili si óiierJrà comi sópra »z=i±zR x^^^=f^M' 

±= fi =1^ " 

±=E =1.0 / 



±: E z:^ 
• ••••'■••« , 

, m ir t * 

±iEj:^ 

X« proporzioni precedenti dimostrano il cèoréiiià 
Èenerale^ du cui dipenda? é^sèaziakhenté la règola 
li cui 81 tratta. Risulta da quelle ti Che nei j^M-^ 
ltey»i di primo gradò gli erróri sonò proporiióìiàU 
\Ue differenze fra le posizioni, e l" $ncogrilid ire* 
fettina ^ che rappréseàtano. (ili Aritrtiétidi per 
dtro trascuraiio di còosideraré T énuilciàtd ièore- 
na > è non ostante j>ongono fra le règole ai prà^ 
porzione quéstii di falsa posizione compósta : e sic- 
come r éi|uazìóni finali ; 
t=r:r^É x'z^X^ iy z=^=:^ Ry^=^ey i 1 7=sd ^Èt^'=fez' ec ; 

E :=fe =^ E =^ =* S 



lono coDsegueozé aécéssài'ìé del teorèma fneiiésimo, 
foodand in ciuésté là lord règola compartita nei se- 
guenti artidolià ^ • . 

i*. Con due nurhéri presi èil arbitrio^ detti ili 
generale posizióni si tenti k soluzione del probld- 
inai coditf si «iascutid fossa Una délii inòdgnitè^ 
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a* Si inorino gU errori ±= K, -fc: #, cio« le dif- 
ferente fra gli erronei risaltamenri finali otteooti 
da cjaecuna delle posiziouif e quelli richiesti dal 
problema. 

3* Si facciano i prodotti del primo errore ±=JB 
per la seconda posizione , e dei secondo errore ±z0 
per la prima posizione. 

4^. Se gli errori sono ambedue positivi, o am^ 
bedne negatii^i si divida la diflTereoza dei già fatti 
prodotti per la differenza degli errori; Se poi gli 
errori hanno segno diverso la somma dei prodotti 
roedesimi si divida per la somma degli errori . L'ano, 
e r altro di questi qtioti darà nei due diverni ca- 
si il valore di quell' incognita j a cui la regola è 
applicata ; 

5*. Qualora il Problema abbia più incognite, ed 
altrettante equazioni , si riducano queste a due eoa 
due incognite , eliminando tutte le altre , e vi §ì 
applichi la regola esposta nei precedenti artìcoli. 
Gli stessi errori , che conducono ad investigare il 
valore di una delle due incognite lasciate, baste- 
ranno a determinare tutte le altre. 

Vediamo adesso un esempio pratico di questa 
regola in un problema con cinque incognite, che 
suppongo conduca alle cinque seguenti equaaionL 

3:c-h-2f -f-4^ -H-jr — 211=^29 
4x — 5j^-f-2z4-3^ — u=^Y 

À?-4-4r~3jM-4^ — 3tt==5 

Oaj-H3y^— 2jS— -6^ — 4'*=^ ^^ 

2a:-\-3y — 4^"*^^'^ 81*3=21 2 
Eliminando tutte le incognite fuori che j;, ^ ot- 
tengo le due equazioni; 

(i)96x — 373^=— tf^o 

(2) 1 60 j>— 60 iy=: — 1 042 
Dipoi per fissare i valori di ciascuna posizione per 
le altre incognite trovo le equazioni/ 
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(3) 12f — r=20 

(4) ÒZ -H2^==:23 

(5) J 71»— 10^=45 

Suppongo «^àfl ^ e quindi deduco dalla e^uaiiOttS 

(1) /=J4^ 

273 
Dalla equasione (2) 11=3— 5 11Q 

373 
Dalla equazione (3) t^ !=à 2644 

~37T 
Dalla equazione (4) s' sk Z291 

"T863 
Dalle equazione (5) ù' t=^ 4^^^^ 

6341 
Suppongo ;r'^=:3* e come aopra deduco rlall ec|uàtiotì4 

l)all« equazione (2) «sa — 16 238 

Dall» equazione ($) «" = 3796^ 

373"" 

Dalla equaaione (4) «"r=t pS^, 

1663 

t)aUa •qnaaiooa (5) »" *=» 34y4^ 

6341 

Ort i poiché sta eviclentemeote É: e = 1 : à , aTti 
i nanna della regola le equazioni risolventi 

» =£ a*' »-* «" i^ 1 

37.3 
i865 
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^ssOi' ~t" cs 149» —^ 

U^sz^u'^—U^ss» 31705 ss5 

6341 

94* Fot qnanto ingegnosa » e gcuorale sia la ré* 
gola di fàls^ posizione composta , bisogna pur coa- 
veoire che sensa la face dell' analisi riescirà molto 
prolissa , e confusa a misura che i problemi sarao- 
DO più complicati. La teorica della eliminazione d^l* 
le incognite le presta. altresi tanto d*ajuto^ che al- 
lora quando si applica; la regola il problema di pia 
incognite è quasi disciolto. Laonde per la soluzione 
di simili problemi non vi è met(»do più diretro, ne 
più spedito di si fatta teorica , di cui abbiamo dato 
qualche spiegazione, ed alcuni e^emp) numerici (4^)0 
e che adesso riprenderemo per dimostrarla accura- 
tamente. 

Sieuo proposte a risolversi le scgnenti equazioni 
di numero m 4^1 con altrettante incognite } 

(») 
(ns) 



(w) (f/i) . (m)(m) (m) 

a « -f-ix' -♦- e «''. . . .-V- 1^ X =»i^ 

Dal metodo di eliminazione finquì praticato risnlta 
ohe il valore di ciascnaa incognita si ottiene rìdu- 
cenda le proposte equazioni ad altrettante risolanti 
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di Orietta forala } A x'ss.D' 

A' x'z=zD 

A"x"^jy' 



(m) (m) (ot) 
A X «D 

lo queste ciascnno dei coefficienti A^ A' «••. A 
dee essere composto di tutti i coefHcienti a^b^ •• . (^/ 

(m) (m) (ili) (m) 

a'. h\ e' • • . (^ ; a . b , e . . • . i^ : altrimenti 

le proposte potrebbero sussistere o lasciando, o va* 
riandò a capriccio '}ualtfnqae di qaestt coefficienti, 
il che è assurdo. £ siccome per giungere alle ri- 
solyetìn tanto sono le moltipliche 5 e le sottrazioni; 

('"> 

quante sono le incognite ', i coefficienti A 5 A\ . .A 
corrisponderanno a questo principio nei modo ilpiiì 
semplice (|U'indo ciascuno di loiQp sia composto di 
termini alternativamente posichi e negnti^fi , forma- 

(m) (w) 

ti dai prodotti ab^c^ • • .(^ ^ bac^^ . ^ • (^ ec ài tan* 
te dimensioni quante sono le incognite, ed in cui 
le lettere sieno tutte diversamente combinate con 
gli indici disposti secondo la serie naturale dei nu- 
meri o,i,2,3 ec. In quanta poi alle quantità 
D, D\ . .D è facile persuadersi che debbano con- 
tenere questi medesimi prodotti ^ escluse però le 
lettere^ che sono coefHcienti dellMncognita cercata^ 

(«) 

# sostituite in vece loro le lettere ^. . '.^# infitti 
allorché si incomincia ad eliminare per eserlipio nf 

ai moltiplicano le preposte per a, a\4B^'.*..a ; di» 
poi^r eliminare sc^ si moitipiicano per quei nuovi coef* 
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itcìeati che ha m' dopo l'eliminazioiie di m\ e così di se* 
guito ie6i|Uttzioai suoc«*88Ìve si inolhipiicano sempre pei 
•uccessivi coerHcieoti delie iocogaite da eiimiiiarai : di 

(m) 
modo che le quantità ^ , S^ . . . S non sono mai 
moltiplicate pei coerficieatì dell' incognita ctsrcata^ 
che in ultimo resta sola* 

96. Premessi questi essenzi ali » ed evidenti pria- 

(1») 

•ipj, intendo colle lettere ^1 0\ ^ » • ^ altret- 
tante quantità composte di diversi prodotti dei 
eoefiicienti delle incognite ( eccetto quelli deir iil- 
cognita che si cerca ) formati a norma delle con- 
dizioni qui sopra enunciate ^ e di altre da spiegar- 
si in appresso. Quelite quantità si possono chiamare 
(M>n vocabolo proprio, e geaerale /unuoni iUi eoe/" 
/icienu, e perciò le darò in seguito questo noinCi 
Holtiplicando la prima delle proposte per <p, la se* 
conda per p' , la terza per ^'^ ec^ e sommandole 
evré 

(m)m) 

4-»"(*'^-h6'<i>'^-*"<d::.th*<i> I 



^ 1 

Questa generale equazione darà il valore di eia* 

«cuna incognita qualora te /unzioni 0^ 0^- « . V^ 
iiette determinate in inodoi che tnandino a zerm 



i coefficienti di ratte, eccetto il coefficiente delT 
incognita cercata. Adun(|ue le coudizioni, ovvero 
( come meglio dicesi ) le eipsazioiti di condizio/m 
per determinare la x sono > 

(l)a^-Ha'^'-^-a"^"...^-a ^aA 

(m) («) 

Kp-Hb'<[>'+-b"p"...^b <p =o 



(m) Cw) 

Per determinare «'•ono(2)*^-t-i'<p'-HJ"0"...+-i ^ s^' 

(m) (/«) 

(«,)(m) 



(i») (w) 

Per determinare ap"iiono(3)c(p-+-c ^'-i-c '^".^-c2)=3i4" 

(m) (»») 
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prano nella prima Lire 3 

nella seconda 12 

nelia terza 8 

Ma questa distribuzione è succeduta perche la se- 
conda ha raddoppiato c^i suoi i denari delle altre 
due borse. Dunque avanti questa distribusiood erano 

nella prima L. 1 

uella seconda 7 

nella terza 4 

£ perché nella prima distribasione dalla prima bor- 
sa si cavarono tanti denari da raddoppiare le lire 
delle altre due^ lo stato primitivo della borse do- 
veva essere in tal modo: 

nella prima L. 6 1 

2 
nella seconda 3 i 

nella terza 2 

Trovati così i tre numeri 6 1 ., 3 l , «, che 

2 "IT 
sodisfanno alle condizioni del problema neir ipotesi 
che la distribuzione eguale del denaro fosse di 
L. i^. per ciascuna borsa ^ si impostino secondò la 
regola le due seguenti proporzioni, nelle quali x, 
y rappresentano i numeri incogniti delle lire con- 
tenute da princìpio nella prima , e nella seconda 
borsa. 

4:61 = 1000: X 

4 ' 3 1 = s 1000^:/ 

a 

Da queste si dedurranno «« 1625, y=s 8/5 , e 
quindi la somma contenuta nella terza borsa di 
L. Soo, come appunto si ora trovato di soprn- 
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£"* d' altronde visibile che facendo sol dato nu- 
jnero looo lo stesso calcolo fatto sui numero ipo- 
tetico 4-9 avremmo tosto trovato senza altra rego- 
la i resultamenti richiesti. i625» USÒ ^ .^co invece 
dei numeri 6 i , 3 i « a. 

Problema V. Tizio vuole distribuire fra alcune 
persone una somma di denaro , dimodoché la prima 
abbia una porzione & , e i del residuo , la seoenda 

n 
abbia dipoi 2b, ed i del residuo , e così progressi- 

vamente 3i^ ed i del residuo la terza, 4^, ed l'I 

n n 

del residuo la quarta eCv finochè tutta la sommaria \ 

esaurita. Si domanda qual debba essere questa som- 
ma , e quale il numero dellci persone^ acciò lepar-- 
ti Hi cìm scuna sieno egnali. 

Chiamo x la somma richiesta , in il numero delle 
persone ^ p la parte eguale di ciascuna. Siccome il 
primo dee avere ^', ed i di ciò ohe resta della 

n 
somma a?, e questa porzione deve eguagliare quel- 
la di ciascun' altro , sarà la parte A'ì primo espres- 
sa in questo modo; J-H- i (^c — b)z=^p 

n 
E perche il secondo deve avere 2* , ed 1 del resto 

n 
della sómma x tolta la parte del primo, e tolto 2b^ 
la sua parte sarà così espressa ; 2J-H i (j5— 2i — /?) 

n 
Così argomentando a seconda delle condizioni' del 
problema , la porzione del terzo sarà 

3ft4^ 1 (a:.— 3*— 2/?) 
n 



A 
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Lu {iomon« del quarto ; 44-H i (x — 4*— 3;^) 



n 



La porzione (A) dell'ultimo tn*-f-^(^-m*-(m-i);>) 



n 



Si noti che T espressione della parte (A) si tra- 
sforma in ciascuna delle' espressioni precedenti sol- 
tanto chr si sostituiscano ad ITI i numeri l^^, 3^4^^^* 
Perciò ♦pipsta espressione è il termine generale della 
serie die con» poligono queste poraioni; ed in conse- 
cn^^nzfl le et|uazioui seguenti fatte relati^^dmeote ad (A) 
si verificano ancora relativamente a ciascuna porzione. 
Ciò posto ibrmo r equazione di (A) colla parie 
del primo, elio per ij'otesi debbono essere parti egua- 
li, ed ottengo t-+- l (3c-ft)=>i»fr-H 1 (x-mb^{m"i)p) 

n n 

Tolti i termini comuni ai due membri resta 

o=:(i»~l) b^(m^-i){b^p) , 

n 
£ da qvfifta colle note regole ottengo /ik=J(ii— i) 
Eguagliando (A) alla porzione generale p , come 
dee essere, avrò; 

m*-t- 1 (x—i»i—(i»—l )/?)==/' 



ovvero; moltiplicando per «, m*(n-i)-v-«=^(«-l-Hw) 
Sostituendo ia questa equazione t(ii—l) invece di ^, 

a 
ortengo ;r=J(ii— i) - sostituendovi al contrario/^ 
invece di i (»—l) / ottengo ap=/?(ii^l) 

Finalmente per determinare il numero » delle 
persone si rìftetta che nell'ultima porzione (A) la 
quaatità a>— ini-r('^ — 1);> deve essere zera ^ acciò 
resti esaurita tutta la somma ». Sarà percib mk=Pf 
e quindi ms=i p =^ ^ — 'l^ 



Bkpilogaiido le tre risoliwui p sm t (n^^i) 

a 

X =s b (» — i) 

ii ronotee il modo (acilMtiino di determinare le ia« 
cognite p^ X, m per mesBSO deile cognite b ^ n dei 
Problema* 

La soluzione per falsa posizione rieecirà piii chia- 
ra pouendo io numeri le cjuaniità note . Facciati 
adonque &£=rSc, n^=if : dipoi si sappooga cbe 
il numero incognito delle persone sia 4* Acciò col- 
la porzione p deli' ultima persona rimanga esauri- 
ta tutta la somma x conviene che sia^ .;c«— 4X^^ 
•— 3/>. = 0, e perciò ;? = 4X80 = 320, e quindi 
xr=:l28o. Ma poiché colla prima distribu&iooe la 
parte del primo deve essere 32o , avremo 
80-h- ' (1280 —-80) ss 3so^ e di «qui iis=35 
n ' ' ^ 

mentre doveva trovarsi nssi*^* Argomento però 
dal calcolo fatto che il numero n supera di un 
uaitd il numero supposto m , e perciò secondo i 
dati del problema il nnmero jis dovrà essere 6. 
Considero ancora cbe la somma xs=:i28o ai riie* 
va dai numero 80 moltiplicato per 16 , che è il 
quadrato di i/s=4f nun>ero supposto delle perso- 
ne. Adunque j ticeome secondo i dati del Problèma 
il nuroeio sn deve enete 6 converrà che la vera 

iomma x nasca da m s= 36. Dopo tali riflesiiont 
formo fecondo h| regola le due seguenti propor; 
^oni. 

4 s 32osss6 ì p 

169 1280=36: X 
Da qnestededuco p s=s 480^ xs288o » eoi quali numeri 
r^sta sciolto il Problema. Per altro anclie in questo 
«i tede , oome nel precedente » che dopo aver di- 

12 
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inoa^rato che il numero delle pfirsone detre .essere 
g^ e die la soiniua x si dcfluce dal prodotto di 
gQ pel quadralo di queir nuniero, si trova 8uhbi« 
%o éteiiza altra r«|Po/a yEi^=6X^O;s=^8o, ed a:=230X8o 
fd a88o. 

. . 9'^ DLiUa diverge applicazioni ftitte fin qui delia 
lipgol^ 4U falsa posizione semplite app^ri.'^Ge che e^.^a 
i Ufi' mei odo di risoluzione ri&r retto a pochi cusi ^ 
ed è per lo più indiretto quando il problema e al- 
quanto ceniplicatoe di ntodoche abbisogna quasi 
•empre la fuco del metodo analitico per epiare i 
pufisi da preDdepgi, acciò la /vg'Wa riesoa. Gli Arit- 
luetici 8Ì fono studiati di' renderla più generale 
uf>andovi due, e piti posizioni*^ ed in quesln forma 
r hatino chiamata regola di fai sa posizione doppia^ 
ed ancora Utgola di falsa posizione composta, ^ne- 
tta risolve cerrainente tutti 1 problemi di primo 
gr{(do » ^ SI può applicare cou qualche snccesso ai 
problemi dei gradi' superiori af primo » come ve- 
dremo a fino ifiogo^ 

Per vedere in ehe eoosista la citata regola^ sia 
proposto per esempio un Problema, che conduca 
ftUo due seguenti equazioni. 

(1) <ia:-+-iy=iD 
(a) àx^^ìyy^=^c^ 
Prendo a capriccio due numeri x\ ^'-cho sodi^ 
sfacciano air equazione (1), e dico ciascuno di que* 
pti pw.^^ posizione* Sostituiti x\ y^ invece òì oc j X 
Hflla equazione (2) non daranno probabilmente il 
re^nltapiento c^ , ned qual caso sarebbe ar^^=^,^'7=^f 
•d il problema risoluto : ma daranno un resulta^ 
mento diverso da c\ che chiamo li. Avrè così ah 
tre due equazioni ; 

(3) ajp' -f- *)r' = o 

Dopo oiò pren^Q a capriocip §ltrì due niimeia 
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»'\ y'^9^^ parìmeoce ffCi^isfacciano air equazioiM 
(1), cia8Cuoo dei qaalìf chiamo seconda posizione i 
e «|ucsti pure sostituiti ifl(vece di a;, e di jr neìT 
ef^uaz ODO ( 2 ) non daranno Terieimilmente il re* 
suitaineiuo c\ ma altro diverse , che chiamo r. Avrò 
pertanto altre due equazioni; 

(5) ax"^-6/'=c 

Sottraeodo l'equazione (1) dalia (3) , e dipoi dalla \5\ i 

ottengo fl^'r-.xy= — b' ^'— jj; ^" — ^^^==— *l/'-"^) 
E da queste deduco la proporzione 

Sottraendo l'equazione (2) dalla (5),.t dipoi 
dalia (6) ottengo; 

a (r" — x)-^ ly— ^I=r~c' 
In queste sostituisco ad y' — y il suo valor* 

— a (x' — x) ; ed ad y'— / il »uo valore 

— a (x"— x), ed ottengo; 

£ di a[DÌ le proporzioni js?' — ^« : ^"'»^JO--:JR.-.c't-#' 

Ovvero prendendo i valori di il , e di r dalla (4), 
t dalla (6) equazione ^ avrò ^ 

y — y : Y "^^y 1 

Le quantità a'x'^by—c , a'x''^by'—c' A 
dicono ^// errori^ e saranno positivi pO nega^i^i 
Nfondo che «' è minore, o maggiore della «ona^ 



|8« fiiiir«f»t 

ina (iei eerinini prfcedenti Fatto adunque i^ ^i^ 
pf rute , 

]jf proporiioB^ di sopra diverranno; 

r —a: ; x ^^x ) 
.P^U* qii9U ai deduce 






Kon è jJilTici|« «fitfMidere |q stessp r»{^ionainHiiQ 
H tutti i probieini di priniQ erado, cLe abbi^^iQ 
«n c|uatuu(|ne numero di incognite i^ ed altretiante 
^((uazioni. Infatti eliminando pql noto merodo (^9) 
(utte le incognite fuori che duq, per e«-empio zj^t 
{l^ulteranno due eqnazioni di questa forma. 

(ì)Ax^Sy — C 
{2)Ax'^By=C; 
Sostituendo in queste . due posizioni x\ x in« 
ffce di j^ coilq stesso metodo usato di sopra^avr^ 
}e proporzioni; ' 

X —x\ X ^—xzs^y^—yxy '— j^ 

y^yy ^y) 

^f invece di lanciare » » y nelle eqaaziooi (i)i 
f 2) a^fsei lasciate le incognite y ,» t dipoi z, ti 
p fQri fino all' «Itima iacogoita, che duamo a, 
avr^i ottaouto («Ilo ateuo calcolo • 

T ■ a - 



, ,,s= «'.,-«: a; 



perciò gli elessi errori ±iK ±:e bastano a dt- 
t«r minare tulle ^usiate le incogift; colle propof^ 



(in) (m) 
zione aP'\r'o!(p' -H a t^o , e cfutndi Ba- 
deranno pure it zero ^ in virtà delle funzioni così 
variato , ancho le snccessivtf equazioni di condizione^ 
da cui dipendo il valore di x\ Peraltro i prodotti 

{m)(m) 
hp , Vp^ , é. b p della equazione (2) avranio ^ 
loro termini identici a quelli dell'equazione (1) , 
^tna dispofti con segni contrari • Per convincersenH 
basta esaminare solo il primo binomio di bp nella 

(ml){fn) 
equazione (2) , che sarà b(a'c'\ .iU i' — a'c'^ 

• . .. (^ u ) : questo istesso binomio trovasi il 
primo di a'p^ dell'equazione (i) » ma con segni op« 

(m-ì)im) K0('«) 

posti, cioè af(bc^.i.if u *^^bcf^. ..u v 
£ perchè dal primo binomio di bp prendono nor* 
ma anche riguardo al segno tutti i termini delle 
funzioni dell'equazione (2)^ è manifesto che sarà 
Bel totale A' = — A 

Acciò r equazione (e) divenga la (3) conviene 

(™) {m) 

eambiare i moltiplicatori b , b\ , . .b in e , c'...c , 

e dalle funzioni p yP'.. .p escludere la lettera e, 
e sostituirvi la b colli stessi ìndici. Adunque rat 
gionando come sopra , le equazioni di conduzione 
per determinare x^' dopo la prima anderanno tut« 
te a zeroy e sarà in quella A"=-^ A'=A Segui- 
tando lo stesso discorse su tutte t -equazioni di con* 
dizione^ che determinano le altro iocogn ite sc!^\x^\ 

• • « j» , resta universalmente dimostrato ehe esse 
si annullano tutte , esclusa la prima ^ e che calco- 
lato il primo coefEeiente A» sarà alternativamente 
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A'=— .A, A'=A,A''i=-A, ed infina A =:±iA; 
preudrndo il srgno 4- f e m è nomerò pan ^ ed 
il ii«gno -— «e e dispari (w) 

Che però inclicando le /unzioni Pj(f>\'»»P col 
segno S preposto al primo binomio di ciascuna per 
annunziare la sojinma di tutti i termini derivatiti 
da quello secondo la legge insegnata • e componen- 
ti ciascuna funàone , le proposte equazioni dì qua* 
lunque nu ero ^714—1 , ^anno generalmente le ri. 
solventi espresse nella forma che «egue. 



(OT-l)(m) ('""0 ('^) 

\ (m-l)(w) (j^'^) ('")' 

(iti) . (//*-fi) (iii-l) (//i-2)(//*-l)l 



(jw-l) (/ti) (mi) (iw)' 

( (/w) .(w-2)(//*-l) •(/71-2)(w-3)| 

±z J S (ac'rf'' ...» V ^' ac (£'..* ì; u 






{jn\){m) ('«-l)(''0. 

t-l)(w») ('^ l)W• 

i (m) . {m- %) (;n- 1 ) (//1-2) (w)| 
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Wi nab'e"e"'...u \' ^ub'c"t"'...r u 



(/n l) (m) (''*l) ('")j 



+ry^:i? =r^/ 



{m) (ot- 2) (in- 1 ) (/TI- «)f /n I ) 

Prendendo al solito il «agno 4— nel caso di itj lìvr 
mere pari , ed il segno — ^ nel caso di m dispari. 
98 Per dilucidara maggiormente questa teorica, 
applichiamola ad un esempio pratico, e siero prò- 
poite a risolversi le seguenti sette equasioni con 
al Eretta n te incognite. 

o.^_ oc'—^cv'^-^r-Zx'^'— x^''''^Òx'^"'-^ex''^"':=i/^ 

Zx^^x''^'ix"-^^2X^'^-¥-7x'^'''-^ X""^^^x'''"'z=:-^ 

/,.r-H-3^'-- x''~Zx^'^^Òx''^'--^x'^''^^bx'^'^^'~l. 3 
^x—i^x'^±x''^òx'^^^ x'''-^2x''.^r^ x^^'^''=2 e 



Volendo dirfiltamente le risolventi di qwuìe eqnn, ^ 
ciooi dovrommo calcolare tutte le combinazìoaidei 
sette c#efEcieQti di ciascuna incognita presi a setto, 
a sette 3 il che ammontereabe all' enorme numero 
di termini 1. s. $• 4 ^ 6. 7. £=3 5c^0. Per di* 
niinuire la lunghezza del calcolo può usarsi l'arti- 
fizio di trasportare dal primo al secondo membro 
in ciascuna delle proposte un certo numero di ia- 
cognite « e quindi calcolare le risalimenti per le so- 
le incognite lasciate nel primo' membro- Dipoi so- 
stituendo nelle proposte i valori delle incogoite già 
trovati « SI formeranno altre equazioni fra quelle 
sole iucognite trasportate nel secondo membro ; 
rispetto alle quali rinnovato il calcolo iitesso 3 si 
otterranno tutte le risoli^nti richieste. Potendo fer- 
si ({uesta trasposizione in più modi , presceglierò i 
due seguenti riguardo alle sette equazioni di sopra 
sostituendo ai coefficienti numerici dei primi mem- 
bri le lettere a , b , e ec ^^ a'; b\ c^ ec , ed intea* 
dendo colle lettere à ^ S^^ S*' ec. gh intieri poline- 
inj dei secondi membri Pongo adunque ; 

Nel primo modo 

a" 'x+-ft"'2:'-|-c'"a?"H-«r' 'x" 'A-e"'x""=sS"' 

a""x-\~b""x'.i-c""x"-i-d""x"'+^"'x""==3"" 

a'"'x+-b"'-'x'=$""' 



« 



"f'fi^_,UfU" 



Nel secondo 

4»""a:+.»""«Vc"''a;"=^"" 

«'""aM-*'"''a:'-|-«""V=^""' 

tè""'m-\-y""'c^Jt^""'x"s=i$"'"' 



.La formole delle risolventi delle «ette equaai'oni ri- 
dette uel primo inudu, sono; 



èi:{b'c"d"e""~b'c"e"'d'" 



à'L{bc"e"'d"'^bc"d"''"" 



Jlx— 



■h"'Z{hcd"«l"- 
■i'"'T{bcd '« ". 



e 

■bc'e"'d"' 
■bcd' •"" 
-bc'»"d" 



^J'= 



[ èE(ab"d 'e""—a'b"e"d"" 
\-^$ S(« b'e"d'".-ab''d"'e"" 
U~ì'T{ab'd"'e""-~ab'e"'d "> 
M"'-£{ab'e''d'"~ab'd"e"" 
[■i~$"''l{ab'd:'e"'^ab'e"d:" 






A»"" 7= 



Si:(a'b''c"'d""' 

■^"S:(ab"d '/!'"'- 

{■¥-ò"-L{oh'c'^'d'''^ 

t-^è'"'Z{ah'd'c"". 
l-^è' "Z{ab' d' d'"- 



-o'b"d"c"" 

■ab"c"'d"' 

ab'd''c"" 

•ab'c'd'' 

ab'd'c'" 



ì£(a'c"d"e''"—o'o"t'"d 



in 



—Aj:'-^ 



•<-^'S( 



^"l(«7c'rf"'e'"'- 
+'$'i:{ae'e"d"'' 
-^S""J:(^ac'd'e"'- 






ac'ii-"d"'—ac'd'-e"" 



■acde"" 
■acd'e"" 
-ace'd" 

a'b"e"'c'"f 

lUIII 



-Ax"'z=z 



[ S'Z{a'b"c"'e!"' 
^■*-S-^{ah"e"'c"''- 

\-^$'"'Z{ab'</'e"'> 



nh"d- e 
■ab'e"'c'"' 
b'e"d"< 
abW'»'» 



:Ax=:3""'b"""—d""'b'"" 

■—Ax—Ì"''a"""^d"'"<t""* 



aoo 
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( a1.(Vc''J"tf"''—b'c"e"dl''' ) 

) 

" ) 

bcd*"" ) 

.w*"d:" ) 



Nel'8 iirime ciofiaa U-a"L{hc"e"d"'—be"d:''*"" 






Nellp ,,'riine due il cofifficient. A=^'""b"""—a">"V"- 
Le il,, mole doli» risolventi delle sette c4uazioni ri- 
dotte nel secondo modo sono ; 



! 



A.r=^ 



àl.{b'c"d"'. 

^^"■^(bcd:"- 



b'd'e'" 
W'd!" 
Me'" 
i\-$'"Z(bd'e"'-b*'d" 



A:> ■= 



( ÒZ{a'b"d''- 
.^S'^ad'b"'- 
ò"1.(ah'd"'- 



àd"b"' 



li:»'' 



ab"d 
■aàb'" 

i.^S'"Z{ad-b"^ab'd!' 



— 4. 



--A 



x ~- 



ÒZ{a'c"d"—ad:'c"' 
SE{ad'c"'^-ac"d"' 
^"■£{acd"'^ad't'" 
'^:-S"'i:(ad'c"^ac'd!' 



i èUa'b",'"—a'c"b'" 
'.^•Z{ab'c"''^ac'b" 



Iti 



Ax==^^"''%b'''''Q''''''--c'''''b''''''^-^^'''"'{(^'''b'''''''b''''c'''') 

^ ^^^"'n.'"^.'""—c''"^'"'') 



v-$"'(b' 



(. 



t 



i-1 

u 



^1 



-jrfx'=^'"(a'""«""'-c'""a'""')-+-J>''"'(c""o""''-«""«""") 

^i"""(af"'c""'—e'"'a""') 

Nelle prime quattro rirol- / aS(6'c"«i"'— ftVfV" ) 
veati il coefficiente A=i f-^'S.{bd'c"'^hc'd" ) 

\4-a"'£(Wc"— *o'<r' ) 
Nelle ultime tre il coefficiente^=a""(i"" c""'-e""'l/""') 

.jL^""(c"''b'"'" ft'"'c""")+-o"""(ft"'V""— '«""*'"" ) 

Calcoliamo primiera mente il coefficiente A=^''' 
2(6'c"rf'''e""— *'c'V''J"')+-ec, a fine di risolvere le 
e-|uazioni ridotte nel primo modo. Nella annessa 
tavola abbiamo a bella poata segnati per esteso tatr 
ti i termini di questo coefficiente , e perciò ram- 
mentandosi cbe s 

a=l , 4=32, e — Z , dzs^, e=s— 5 
a'=2, b's= — 1 ,«'=^4, <i'=3, e'=s — i 
a"=3 , i"=-.4 , c"=s3 , d"=:~3 , «"=7 
a'''=i , *'"=— 3 c"'rx=2 , d"'==— 5 , e"'=6 
<i""=4 , J""==3 , c""=— 1 , <i""=:--3 , «""=5 
a""'=4, *"'"=— a 
a"""=8 , 4"""=— 4 
£ ponendo ^r commodo del calcolo i termiai 
di (p==2(4'c"<i' 'e'"'— yc V'^T"') sotto la forma se- 
guente , avremo ; 
4V'(«f"e""— •"V")-»-4'c"'(e"J""--d"«'")-H4'c"" 

(rf'e'"— «"<f")r=66 

(c'V"— eV")==4a 
«'4V'V"'— c"'<r'")+-^*"'(*c"<*""— <i"c"">+-«'4"" 



Troveremo collo stesso fnercido 

l(*c'i/' e"' — *c'e''^'') =2 1 a 
Avremo quindi >^=:96o , e per congeguenza la pri- 
ma risoheme sarà 

RamnientaDclosi inoltre che, ^=—20^ a?"'" o?"^'' 

e sostituendo questi valori nella precedente eiiua* 
sione diviata per 6 , si avrà ; 

Collo stesso calcolo applicato alle altre quattro i?/- 
óWf'e/i/i fri otterrà: 4ca:'=ii4l— 2a;''' '' — aóx'"''' 

96ap'"=lioi— i34x'""^~3oia:"'"^ 
960:'"'= 1 497— 1 46:r'""~28la:"'''' 
Calcolando in seguito il coeilìcitote A =«''''*'''• '^ 
^^l'fftf^'f'ut^ si trovayf=o : in conseguenza ^'"'i'""' 
_^//mj/./,/^^ ^ ^'''''a'''^'_er''''V'""=o, e da queste 
Tunica equazione ^'"'' — 2<^''-'i=ro. Da ciò parreb- 
be doversi inferire che il proMeroa delle sette prò- 
poste equazioni fosse indeterininnto j poiché così le 
risolventi sarebbero sei con sette incognite. Che pe- 
rò per fuggire tale difficoltà si prendano le due 
equazioni» da cui dipende A^ cioè a'''"a:-i-i'-"''a?' 
^"n'^a'fnn^_j,nn!^^f^^!nu,^ nelle quali J"'''=.2_ 

Zx'^^^x"^'^<lx^'''^^a;''^"', Sostituendo i valori nu- 
merici dei coefficienti a'"", a""", i^' '"', b"^''' ^ ed i va- 
lori precedentemente trovati delle incognite x . x\ 
x'\ i»''', y^', le due precedenti equazioni diver- 



raniiio; a4e.»""'4-3,5 >x'' '"=:-2*8.'5 

7780?"'"+-! 8S.3.e"""=.7869 
E da qaeste a?'"''=s^-3 ,«''''=:'> , i quali -valori 
^osti aoU< prime cioque moZc^twt <{i sopra danno 
«=1, ar'=:3, «"=i, x"'== — l, x""=*/^. 

Passando adesso a risolvere le medesime sette 
equazioni ridotte nel secondo modo, incoiuincio dal 
«alcolare il coe.'ficiente 

(b'c"J"^b'd''c" ) (bd:'c"'—bc"d" ) 
{aidb/'t'">-^b"d!" )-w»' lcb"d'"^db"^" ) 

\dà'y"^d:d'b"') ldc!'b"''-'cd'ò"' ) 



jé==: 



(bc'd"''^bdc"' ) (bdc"-^bv'd!' ) 

f-Ha"(<fó'c'"— ci'^r" )+-a''Ìcb'd:'—db'c" ) 

lcd:b"''--dc'b" ) Idc'b'^^cdb" ) 



Sostitaiti alle lettere i loro valori numerici tro- 
veremo per mezzo delle formolo gih segnate le pri- 
me quattro risolventi ^ comi^ appresso; 

5o*=33ii|-— i2J'-+-7^''-+-i8J"' , iooa;'=65J—'58^ 

— 7J"-4-3-2^" 
5aJ"=s-:r+-^"— ^'' ; .2.r*.«-"=»-5'^-+-a^+-3^''-8^"' 
L'altro coefficiente A per le ultime tre risolveati 
sarà; 

a'"' (b'""e"""'-^ c""'b'""') -^a""'(c""b""" — i'"'c""") 

-t*-o'""'(*""c"'"— c''"'A'"'>=:8o 
£ quindi calcolate le tbrmole già trovate di quiaatt 
risolventi , si otterrà ; 

èocc=zSd"'^ad'""A^d""' ■ ■ 

Rammentando che 



• «*■»• 



• \ • . > 



a,'"' 



*"=39— 7a;""+.«'"."+<4*""" ; ^"=5— 4--6« 



'I" 



- ""/ . .-„Wf 
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6o9titaÌACo questi valori nelle rfW««/irJ edipni^tia- 
gliando fra loro i dopp) valori dd x, x^^ x^ dati 
da quella, o: tango le tre equasioni . 

904x""^-?234x""'-H7 1 1 !>x''"''=33243 

248a/"'^-258a:'"''H-4o3x'""'=249l 

4x'"V44iir"'"4-r9^"""=323 

B innovato il calcolo lù questa) secondo le formole 
medesime già stabilite per le ultime tre risolveti' 
ti, trovo come sopra 0?'" =4, x"'"=: — 2 , a:''''''=s5; 
e sostituiti infine questi valori nelle prime qoattro 
risolventi^ ottengo «=31 , x'=:3,a;"=32, x "'=r— i. 
L'artifii&io usato per diminuire il calcolo aritme' 
tico nella risoluzione delle sette equazioni proposte 
li può evidentemente applicare con successo ai prò- 
bltmi determinati di primo grad», qualunque sia 
il nnmero delle incognite loro. 

GAP. VI. 

Risoluzione algebrica delle equazioni di secondo 
teriBé ^ e quarto grado , che contengono una sola 

incognita 

99. tjià si è detto (48) che il grado d'elle opo- 
arioni poa una sola incognita è enunciato dal mas- 
simo esponente di questa. Le equazioni di cui si trat- 
ta diconsi ordinate quando posti tutti i termini le 
ro nel primo membri resta il secondo eguale a 
zero: e quando inoltre i termini tono disposti in 
modo ehe gli esponenti dell' incognita vadano per 
ordine -anraerìco dal massimo al minimo r od il pri- 
mo termine abbia per coefficiente V unità. Posto 
ciò la lorm^ ^ che esprima qualunque equazione 
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simo 
ordinata lìél grado m , èarà del segnante tasore; 
m m-i m-n i»»-3 
3t 4-iAc -^Boc -MJ* w' . . .-t^JVo 
Se vi «ODO gii esponenti tntti da m , mi ec. fì«H> 
a Bero T equazione i]icesi com/^leta ; se ne nkaficatio 
alcuni in^e^mtdj fra m , e zero , dfeesi incoynpleta, 
V er|uazione di jgraAo «uperfore al primo e risolata 
allorché sono trovau tutti t fattori di' primo gra^ 
do , ehe la compottgono. Si suppone adunque che 

la proposta x -^jÌx 4- TV=:o risulti dal pro- 
dotto di un numero tH di fattori di primo gtetdo^ 
come (r4-^)(a:-h-*)(a:H-c .... (:r-f-^)=i=3©, -e ia stia 
rii^oicrzionie eutisiste nel trware permealo dèi eoef* 
ficienti noti jd , B ^ C * . . T le t}uatìtità incognite 
a, b, c../t^ le quali diconsi radici della e(] unzio- 
ne. E' viabile die il nuin«*ro di qae^^te sarà puì'è 
m, e basrta ohe un solo dei fattori a?-^-a , ^-h^ , ec. 
sia eguale a zero pfsrch« lo isia tt^tto il prodotto lo^ 
ro , che R)rma f equazione. Sarebbe ancora assur- 
do il suppórre egoale a zero pia di un fattore^ se 
pure alcune radici non fossero eguali fra loro : sup- 
ponendo per esempio a?4-^=o ^ ac4- i=o , a;-+-ca=:o 
è evidente che dovrebbe essere a;=54=o: 

E^ettuaodo la moltiplicazione accennata (a;^-^) 
(a:-^— ^)(a?-4— e) .... (j?-+— r)=*o, si forma Tequazione % 
tn mrX m-2 m-ò 

a)M 4-^) a? -H«ei6c)a; . .*• »«*h-«fccrf.«.4=:0 

b ) H—flO ) *J^-^bd ) 

e ) 4-*^ ) -Hocrf ) 

1 ) •♦-*<* ) 4*- ee. ) 

-4^*)'f-ec.4*-«tìf ) ) 

Da ciò risolta, che il coefficiente it eguaglia la som- 
ma delie radici tì-+^-Hc ...... 4*-/ , eh" in appres- 
so esprimerò col sej^uo £a^ il coefficiente £egu4' 
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gl'ui la aoinma di tatti i protiaiti binari delio radiai 
€i , che noterò più sempiicemeute col seguo Soft 
il ooefficioate C eguaglia la «omma di tutti i pre* 
dotti ternari , che noterò col segno £a^ ; e così di 
seguito fino all^ ultimo termine T^ssabcd . . . t chs 
è il prodotto di tutte le radici. 

Si facciano frattanto due facili osservazioni mol* 
to utili nei progresso di questa teorica. i°^ Che i 
coeJlìcienti A ^ B ^ C ^ >. . T sono altrettante /un- 
ziofU fisse, o come dicono iniforiahili delie radici 
delia proposta. 2^^ Glie ciascun termine della pr(h 

sima 
posta del grado m ha lo stesso numero in di di' 
mensioni^ e che di queste il coeificiente ^ ne ha 
una, £ oe ha due^ C ne ha tre, e T ultimo coef- 
ficiente 2^ ne ha 71» 

Parrebbe a prima vista che essendo tanto le ra- 
dici della proposta^ cjuanti sono i suoi coefficienti 
A^ B, C . . .T ^ Èi potessero quelle immediateme^ 
te dedurre dalle equazioni; £a z=: A 

Jjib =1 B 
j:ahe = C 
j:abcd=i D 



abcd...ts=zT 
Ma è fdcilQ persuadersi che sviluppando qaeste 
equazioni por lasciare sola una qualunque delle ro'^ 
dici a, ft, c.r si ritorna ad una equazione si- 
mile in tutto alla proposta^ onde è che la difficol- 
tà di determinare cosi le radiai è la slessa che quel- 
la di determiuare diretta meato T incognita se. Vo- 
gliasi per esempio rica«rare il valore della radice a 
dalle premesse equazioni. Moltiplico la prima per 
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nf-i w-a Bi-3 

« , la seconda pdr -—a , la terza per a , la 

quarta per —a , e così alterAativamente fino alP 

o 
Dirima, che moUiplico per =fa =2=1:1 , in cui si 
dovrà prendere il i^egno • — ^e m è numero pari, 
ed il segno -f- se è Hi «pari* Notando per maggior 
^emplicìth coi segno l,b la somma delle radici e- 
sclusa la ^ ; coi segno S^c la somma dei loro pro- 
dotti binari esclusi (|uelli formati con a; col segno 
^bcd la somma dei |irodotti ternari esclusi quelli 
fornati con a , e così di seguito , ottengo i pro« 
dotti seguenti ; 

iw-l in i»-t iw-l 

a Ya =::a -Ha l,br=^AM 
i»-a i»-l m-fZ m-a 

a Saft — g Li" — a Y.bc^^^^^Ba 
vt'Z m-a wj-S m-S 

a Zflir = a Xfcc -H a Ybcd^=s Ca 

7/1-4. '''■^ ''*'4 "^'4 

— -fl Yabcd=* — a Ebcd-^a l,bcde=> — Da 



% ±:abcd . . , / = ±= T 

Sommando tutte queste equazioni , e dipoi trasporr 
rnndo nel primo tutti i termini del secondo mem- 
bro 5 avrò infine ; 

m 7/1-1 771-3 //»-3 m-^ 

a .^Aa J(r-Ba '—Ca ^^Da . ».dfc=7'==o 
prendendo riguardo all' ultimo termine il segno -f— 
nel caso di m numero pari , ed il segno — - nel ca- 
ao di 771 dispari. 

Quest'ultima equazione è la stessa della ;9ro;9o^r« 



/ 



aoS Pb I u éi t ^€ 

^ -l-v^j? -H 7ìx -H r=o colla sola diversi* 

l\ dei segni alternativi -f- , • — : • tale dee essere 
$^ sì rifletta 9 che posto il fattore x-Ha=o » ne ri« 
galta 0:=:— ^- Poneudo adunque ^-^ in luogo dix* 
nella proposta è manifesto ohe casa ai cangia nella 
precedente. 

Qualora le aqnasioni Za — * j 4 , Z ai =jb J5 ec in ve- 
ns-l m-a 
ce di 4 j •*- a ec fossero stato moltiplicate per 
le stesse potenae di qualunque altra delle radiai &, 
, d> •••^ ^ evidente che avremmo avuto lo stes- 
so resnltamento « cioè ; 

m m-l nt-t 
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Che però dee conchiudersi ( come he premesi^o po- 
co jopra) «he dai coefHcienti A ^ B ^ C ...T non 
si può immediatamente dednrre il valorQ Algebrico 
di alcuna radice della^ proposta. Questa imponentei 
difHcoltà ha posto a tortura V ingegno dei più va- 
lenti Mattematici: gli Antichi sono ricorsi ad alcu- 
ne proprietà particolari della seconda, tersa, e quar- 
ta potenza per messo delle quali haimo risoluto fe- 
licemente le equazioni dal secondo ai ^MTt^ grado 
inclusiva mente : i Moderni prendendo il problema 
neir aspetto il più generale hanno teotato di sco- 
prire se era possibile ridurre la proposta di qua- 
lunque grado ad altra equazione dinota soluzione , 
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i di coi GOefHciQnti fos^^ro/'n/iz/o/i/ cogDÌf e di quel- 
li daU A^ B^ C ...y. Il nostro matodo darà uà 
idea del sit^tema tenuto dagli uni, e dagli altri, 
loo. L etjuaasione di secondo grado a due termi*' 

dì, a: — y<z=o ri risolve senza difficoltà nei suoi 
/attori di primo grado ( i3 ) {Jx:•\-^/A){x—\/À):=lO, 
ed lu conseguenza \/ A , — \/ A sono le sue radici. 
Allorclie poi F equazione è completa , come 

Si riduce alla forma di sopra compiendo il quadrato 

del binomio x -^Ax (54), e per non turbare l'egualità 
ai ripete con segno opposto il termine aggiunta* 
Cosi infatti la proposta diventa ; 

2 2 2 

X -h-Ax-^^ A ^-* A -^ Bzrso, 

T T 
ovvero supposto jr=a?-f-^, essa rimane con unso- 

2 
lo termine incognito^ cioè; ^ 

22 
y ^A H-J9=2o 



4 
I due /attori di questa sono evidentemente 




■*:£ — ^)(jK — V ^ — B) =ao , ovvero rimet- 
tendo x-W in luogo di y, {x^.A^Ja ^E) 

2 4 

(x-H y< — Wj4 — B )=3o , e quindi le due radid 

2 4 

sono espressa dal doppio segno posto al radicale ia 

14 



quatto modo ^ » =3 — jrf ±= \/£^ — B) 

Si» invoco di, compiere il quadrato si tostitoisca 
y-^ A invece di x nella propona, A ottiene tosto 

% fi 2 

V equasiooo di sopra ; x '^^ -+-i'=P- 

Possono adunque risolversi T equazioni di secondo 
grado col metodo di sosihuire aW incoguìta a: mi- 
ira incognita y unendo a ijvesim la metà del co^f- 
fidente A col sfgno ^ùììcio^ l om tvanirce A •#- 
condo termine Ax^ e rimane T e<|UdZioiie immeiua- 
tamente risolubile nei suoi fattori di primo grado 
Si può' ancora ^iun^ere alla stessa soluzione tonsi- 

derando che la proposta x -H-^a:-4— JB=o è il pro- 
dotto dei fattori (x-f-a:') (a:H-x'), in cui ar'-t-a/' 
=A, x'x'=.B (99) Chiamando y una fuuzious 
indeterminata di y< , e di J3 è facile vedere che ac- 
ciò sia x'^a/^^=iA dee essere a?'=^ A -v-^ » x ' =>' -/, 
— ^ '^" 

2 9^ 2 

• quindi jc'jf"=i-B=E= >< — y . Adunque/==:i= \^ A-B 

Donde immediatamente deducesi come sopra x=^ 
a 

> 4 a 

Ambedue te raglisi ^^A±z y/(A ^^B ) sestituitt 

T i 4 

in luogo della a? sodisfanno egualmente alle condì- 
flioni della propostm* Abbiamo in&tti con tale se*' 

n n a 

siitauone. -, ar «^=F ^ V^(^ ^B) — JB 

a 4 
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E «ommando sarà ;» -f-^a;=:'— JB , ovv(^ro jip J^Am 

Di qaì è che r ecjaaftioni di fecondo grado ^ ed t 
problemi che ne dipendono hanno due soluzioni. 
Possono quei re essere ambedue positire ^ o negati* 

SL 
(t secondochè le radiai ^^^ jì ±z ^(A^^B") abbia < 

Bo amendue na valore posuÌ¥0 , • negando- Che sf 
1* uno di questi fosse poshii^ % ^ ^ altro negaiiifo , 
la radice negatiti rovescia i dati del problèma rir 
g:uar<lo alla somma ^ ed alia sottrazione; cambiane 
do 1' una nelP altra , e perciò dicesi che la radtftf 
negativa risolve U problema inverso , di Cui daremo 
quaicii^d esempio per meglio dilucidare questa espres^ 

sione. Infine se, la quantità A '^^ B sotto il segcci 

radicalo riesce negativa, allora il suo valore è im- 
maginario (63) , e ttf li sono oonseqnentemente le 
radici delia proposta ; il ehe diniostra essere impoj- 
sibile la soluzione del problema dipendente da quel» 
la. Veniamo all'applicazione di questa teorica. 

Problema I. Trovare due numferi , dicuisiaifasM 
la somma ^ e la ragione dei lord qtsadrati* 

Chiamo a la data somma ; una delle sue parti ar, 
l'altra a— x« Siccome la lagione data deve 08sejr# 

1 \ » a 

fra i due quadrati x j \a — x) , può rappreseQtanp 

li coli' espressione generale \ : m . Avremo aduii^ 
que l'equazione di quoto (83) 



JL» P a I « « f » f 

«p==3 VI , ovvero • * — m s=: o 

Qnsffta equaasioae a due termiai dà visibflmente i 
àtie /attori ; 

( ;!? -4-lft)( X " — m)=^ 

Per ricavare da essi il doppio valore della :r; ai 
iaccia X ±zm=so , e da questa equazione di pri- 

a-x 
ino grado dedurremo agevolmente ac = =?: ani . 

i =^ m 
Prendrndo il eegno 4--, cioè il valore positivo x= 
<ww , l altra parte dei numero a^ cioè «— x,6arà 

<> i ed avremo conforme richiedo il Problema 
•-i-i» 

a a 2 2 

Prendendo altresì il valore negatiti x — am ; sarà 

• *— 1-^» e si avrà pure con quqste quantità; 
2 2 2 2 

_a? = g y» =3111 . 

_ Si osservi per altro che 1« quantità a , ^^am 

«vendo segui conrrarj , non esprimono propriamen- 
te 11 numero a formato colla loro somma, ma beu- 
tt colla loro ilifferenza. Qumdi è che col valore ne- 
gativo delia a? il problema è sciolto iwersamente^ 
▼ale a dire ce' dati cosi cambiati. Troi^are dw$ n9- 



Ol A t € t % % A Èli 

mèri , a eùl hia data la differenza^ la ragione 

dèi loro quadrati. 2 

Se avessi moltiplicata per (^ — x) , o che lo stesso, 

22 2 2 2 

per a — 2iix -H ^ Teqaasioae priinitiva 00 -— m sso^ 

{arx) 

S 2 2 2 2 

avrei ottenuto a: (l— m ) -^'lam X'-^am =0 ; 
Parragonanrlo questa equazione completa colla ^r«- 

2 

/wi/a generale di secondo grado x -^ Ax-^ J?=:o 

2 

dalla quale risulta a:=3— yf =p v'(. /* — ^ ) , ai dflj. 

2 4 

2 24 2 2 

duce senza difficoltà x=;— -ai» ±2!\/{am j^a tn^ 



Questo doppio valore della x sembra molto diffe- 
rente da quello occeiiuko colla prima soluzione : 'ma 
riducpudo allo stesso denominatore le frazioni po- 
ste sotto il segno radicale , e dipoi estraendo la ra^ 
dice 5 resterà primieramente; 

2 
ir =: — • am =r am 



2 , 2A2 _ 2 
1-7» 



2 

Dipoi cangiando il nameratore-airt±ra/fiin aii»(-in±ii)^ 

2 

ed il denominatore l— «ut in (i<4-*ii»)(i.— m)5aTrenM 

(i-Mii)(i — ifi) 
£ qaindi prendendo nel ri: l il segno ^-«; sarà 
am 3 prendendo il segno -^^ sarà # ,a a a m^ 



talari idMtioi a quelli della prima ioluaioae. 

a 

Soppooeiido in=csi , requaaiooe ap=a — am 



1 — /m 



ftt%o H tc^b -4— diventa xs=3 o ^ preso il se^o 

"e" 
— diyenlia 9 — J I2a . Ho già insegnato (6o) cki 

1« prima di <|ae«te fuiprctsiooi aeoenna na valora 
indeterminato della x^ che paò calcolarsi trovando 
un iubmuliipl^ coinoo^ ai termini della frazione 
— am -\-am divenuta o ; questo submultiplo è ma" 

1 — m 
nifestaniepte i— -7n=:o e perciò nella nostra ipotesi, 
J7 = a 3=: a , Kesultamento , oUe evidentemente ri- 

14-1» d 
solve il problema colla condizione di iis=:i* 
L* altra espressione x=:--^ 2a dipeadente dal va^ 

Ior0 n0gàti%>o deir incognita , indica V infiiuto (6o): 
e tali veramente debbono essere dueqaantitàx, x— « 
la cui diiTerenasa sia a^ e sieno eguali i quadrati lo* 
ro, confjrme significa l'ipotesi dxm=3i. KWisibi- 

le infatti cke acciò sia x =(x — a) cedviene che 
la quantità finita a svanisca rispetto alla x; dall' 
qjue X deve essere infinii a. 

Problema II Sono stati seminati tr€ eampi a gror 
no. Se Ogni staro di teme del primo producesse un 
terzo del seme gettato negli altri due , si raccoglie- 
rebbero in quello stara 8o. Se ogni staro di seme 
del seeondo campo producesse la metà del seme degli 
nitri •due , si raccòglierebbero in quello stara i56. 
a finalménte /è "ogni stare di seme del terso ean^ 



f9 proémees9e ìèn 4fuario M S9mé gettate MgU al* 
tri due , st raocogUerehbero in éfuello sta^é§ 90. Quon^ 
te stara sono state seminate in eiastùno dei ire campi f 
Sieao X j y^ z \f^ tre diversa quantità di sem» gvt' 
tato io ciascun campo. 

Per la prìma coadkione abbiamo ; m if-^t) ss 80 

S 
Par la seconda y (x4-x)= ai5g 

Per la tersa t (j rH-y) =90 

Moltiplico la prima equazione per 3 , la sf^conda 
per 2 , la terza per 4 ^ ^^^ ^ì togliere le fra- 
aioni ^ ed ajreguisco le moltipliche accennate colla 
parentesi. Ottengo cosi; «pf -t-xr =3 240 

xy-^^zy =: 360 

Sommando le prime due, e dipoi sottraendolo la Sa* 

si ottiene 2.ryr=:i92 

Sommando la la. colla S*^* , e dipoi sottraendone la 

2*. si ottiene 2a?js=rii8ft 

Sommando la 2^ colla 3*.j e dipoi sottraendone la 

1^. si ottiene 9.yt=^l^'Ì2 

Dividendo per 2 ciascuna di queste equazioni r^* 

starà arj^zrrgfj 

yz^=il 1 6 

Moltiplico fra loro le prime due di queste ultime 
ridotte, e sostituisco il numero 216 in luogo del 

2 
prodotto jz. Avrò così 2l6«i ss 144X9^/ •quin* 
^ . 2 
di a? = 64 » j: =5 ±= 8 

Golia sostituzione di questo doppio yalore' di ;r nel*» 
le stesse prime due equazioni tro^ yc^irl 2, s=sr^ l 8. 
Tanto i valori/K>iafVf 9 quauto i negatii^i delle tre inoo* 
gnite coH datar miAatasodisfanaa egualmente al pr#* 
Uama . 



Ciff Prìncìpì 

Problema ITT. Estrarre la radice quadrata dal hirn^ 
mio a "^^b 

La rari ice del proposto bioomio dee eoo tenere 
due termiui di questa forma \/j? 4- V/ 9 perche 

appunto il quadrato (v^a?-H VV) ^ cioè ar-4*-y-H2\/a?r 
è composto fh una ptipte razionale x-^y^ e può far- 
si eguale ad a, e di altra irrazionale 2v/ayr , che 
pui» e»5uuliarsi all' omogenea quarifità ^b Suppo- 
•fo adui)C{ue y/x-^r^y = \/(fl4-v'i), avremo le due 
ef]U3ziouì ; x -t-y = a 

4 xy = b 
Preso dalla seconda il valore di^, e dipoi di m'^ 
e sostituiti ciascuno nella prima, ottengo; 

a?4- b "^za ^ y Jir-b'=ia 

Moltiplicando la prima per x , T altra per y, ed 
ordinandole , ottengo ; 

« — flo: 4— ft =20 ■ y ^^ ay-h-b =C 

Queste danno due valori identici tanto per la x 
che per la j^ , i quali significano che se per tt d 
prende il radicale col segno 4-, s^ dee prender» 
per jr col segno — , o viceversa ; altrimenti le in- 
cognite non sarebbero due, ma si ridurrebbero ad 
lina sola contro T ipotesi. Avremo adunque; 

a 2 

X = a^\/(a ^b) , y=2a—^/(a -«j) 



a -2 



Quindi è che la radice del binomio a-t-y^*^ ovrer»- 
V^-HVO^ sarà; 



a 3 



^ 2 



Questa espressione (A) così in generale è più com^ 
piicata delia proposta ^(a-^-^b ) ; ma ogni qual- 

2 

voUa a -— & sia un quadrato ed il calcolo sì ap^ 
plichi ad un binomio numerico , T espressione anzi- 
detta diviene più semplice , e Ah realmente V estra- 
zione della radice , die sfuggirebbe al metodo già 
spiegato (72) 

Debbasi per esempio estrarre la radice del bi- 
nomio S4-H2V'' — 35). In questo è data an=s34 j 

Vft== ^V — 35 Adunque a ^ — J ^=2 1296, e quìn- 

2 
di V^(a ^ b)=:36. «Costituiti questi valori nume- 
rici nella formola ( A) , ottengo ; 

V(34-H2v/— 35) = y/lòò) -f-V(— 1) 
Sia per no secondo esempio il binomio i7-H2V'70. 

2 
Sarà in questo caso ^=17 , A= 280. Onde a —6=9, 

2 
V^(a — &)=:3. Adunque la radice quadrata del pro- 
posto binomio sarà; \/io, 4-V7- 

loi« La risoluzione delle equazioni di secondo 

211 n 

grado si esten^la a tutte quelle della forma a? -f- Ax 
•H^ =:o , le quali si chiamano perciò deriuatiue del 

n 
secondo grado. Presa infatti f=2a? , la proposta di- 

2 

viene y -H-^/-f-5=:o 

2 
E quindi ^=s — /if *= V^( >^ — £) 

n 2 4 

Rifuettendo a? invece di ^, e dipoi estraendo la ra^ 

sima n q, 

*## m , sarà *=\/( — ^/^^^/(^ — i>)) 



. I 



Sl8 Putirei»! 

Allorché il nomtro fi è péri cottverrà anteporre 
al primo «eg IO radicai© il doppio 4=, percUa ana 
potenza pan n agualmanta si compone dal prorlot- 
to di/1 f|uant;ità v^sitit^9^ cbo dallo slcsto oamero 
di quantità negatiti. Adaoqae in qiiastQ caio i va- 
lori della X 8araaDO quattro » cioè ; 

;, a » a 

2 4 2 4 

n 2 it a 

* 4 . . . ^. 4, 

mia quando il numero n sia disparì la pof ensa ha b 

stesso sagno della sua radice , e viceversa ; onda in 

questo caso due sona i valori della m esposti dal 

doppio segno ±= nella formola di sopra 

n 2 

a 4 se 

Se qui termiaasse la rìsoiozione della proposga jc 
' ^-'*'-f- jB==o non sarebbe invero completa; percioc* 



che qualunque sia /» , i valori dell' incognita x sareb- 
b>*ro due, o al più quattro , mentre debbono esse- 
re 2/1 (99) . Per trovare i valori mancanti coavie- 
no ricorrerà ad un teorema giù dimostrato (Sf) , cioè 

e n 

cha; Supposim a = 1 , f7 binomio x — \ ha unnu-^ 
ìnere n di fattori, di primo grado espressi in yiie- 

2 5 #1-1 

sta forma ; («— 1 )(ji— a)(x— ►flt ){x* — a ) . . .(a>— a ) 

Siegue da questo teorema , che se dail' equazione 

-—1=0 si ricavi una radioeet diversa da 1 » le %\* 

a 3 /i-i 

tre raditi sone «,!••»<» • U essendo Tcfjuazi»- 



/ 



aex«— i£=o priva di tutti i termini intwrmedjjf:» ^ 

11—3 

£x ec. • chiaro che la somma delle radici i-^cc 

2 3 /l-l 

^-« -r-^ - • -4— tf è Zèro; che parimente «odo zero 
tutti i loro prodotti a due a due, a tre a tré ee* 

9 3 n-i 
• che il prodotto di tutte i. a. cù . a .n. cu =::i. 
Un altra proprietà rimarcabile hanno pure queste 
radiciy ed è che allora quando eoi moltiplicarle fra 
\ loro r esponente di » supera n , vengono a formar- 
ai nuovamente le radici medesime « Per esempio 

a ^zzctp perehè » = ^X^» ^^ ^ =!• Collo ste»- 

/n—a 2 /»-h3 3 
ao discorso si vede che a =«^« ss«^ come 

2/1 71 «I 2/1 4'' '*'* 

ancora che «6 =s ^ X^^ =: 1 , tìt =«1 , » =:i . ,a s=si ; 

n 
Pertanto se neli* equazione di sopita ar =— -^ 

2 ~ 

^^ (A ^^^S)A faccia per hr e vita il seeondo mem^ 

bro eguale a & , ed »=bj, ella si cangerà in &/'-— 



» /in 

h =ro, edividendo per i , diverrà y —1=0.1 fat- 
tori di questa equazione a due termini, a norma di 

2 n-i 

aie ehc si è spiegato J sono^*— i , /^— « ty"""^* y — ^ 

n n 
e sostituendo ad y il suo valore x , avremo ^ ^bzss 

\ 2 "^fc /l-l 

0=(af'^)(a?— i«)(i»'— ia) • . ., (jr — i« ), Dunque 

i Yalori dalla ineognrita m neno h^ h^^ let. '•.in 



a numero dei qnali è ana motivo dol doppio vai»- 

n 2 

re di b=: v/(--^^( ^£_.5, ) 

Rimane tutlavia indeterminato il valore di «, clie 

dipende dalF equazione «"~t=:o , e questa non paò 
UT :"' "' ^'^^,'*«"' -ponente «1:4. P„r L 
ou,Bte ad oggetto di vedere qualche applicaziono 
diqu«,te e.,na.,om deri^ati^^ risol vero le equazio- 

• ^ 4 

ni «-i=o, « — i=o, « -t-o. La prima 
ba evidentemente i due fattori («4-:) f«-0 =o 
onde«=«i, «=i. La«^nda divii peri-!; 

da il quoto «+^^_i_o. 

Da questa si deduce cc=^t^^^Z; dunque i tr. 

^ 3 ^~i 

valori di« Qell'eqaavfione«~i=;=:o8ono i,--ih-V-3 

^Irr^LZ:^ » » q««Ii « chiamano le tre radici éaU' 

«*;» deU' unità. Se facciamo ««-.,4^-3, ritrova 

2ZlV^; e viceversa facendo « =: i— v/— 3 



^ 2 



•vremo « =^_i±V-Ji Elevando al cubo qudua- 

que delle tre radia cubiche à troverà «empre il r* 
.uhamento i . come dee essere. FinalmentTr^oT 

aione^«-.i==o sf risolva nei fottori di secondo grò- 
«--questi eserapj nn fatto «s« singolare, cioè oL. 



»ff AlOIBAÌ «tri 

runità ha dae radiai secoode tre cubiche^ qaactni 

sima 
quarte 3 ed in generale n radici n . Veaìamo ades* 

00 alla rìsoluaKioue di due problemi dipendenti da 
questa teorica. 

Problema I. // prodotto di due raimeri è 16 ^ la 

somma dei loro cubi è 520. Quali sono questi numeri? 

Sia X r uno di questi numeri , l'altro sarà 16^ • 

3 3 6 3 T 

perciò a? -H(jifi) =j520, ovvero x-^à^ox -h4^96=o. 

X 

Da questa col metodo di risoluzione del secondo gra- 

3 
do si deduce ; x =26oi=i\/(635o4)=36o ±= 25a. S 
J:*straendo la radice cuba dai due valori di x 
dipoi moltiplicando ognuna di queste per le tre cur 
biche deirunità, avremo sei valori delia x, cioè. 

3 3 

ic = V'5i2=s8 jc=v^8 = 2 
a; = 4(— 1-f-V — 3) » =ac — 1 — V— 3 
ic=:4( — 1 — V — 3 «=— iH-y'—S 

1 due n umeri 8,2 sodisfanno evidentemente al pro- 
blema, e lo risolvono pure i due 4( — i-4-V^ 3), 

^— I — y/^ 3 ^ e gli altri due 4(- 1 -V^-3), — 1 -i-^/^«,3 

Problema II. La somma delle quarte potenze di 
due numeri è 706 , il triplo del prodotto di queste è 
li>l873 . Quali sono questi numeri? "^ 

^ia X la quarta potenza di uno dei numeri» sarà 
1 J1875, ovvero" 5o6a5 la quarta jvo/e/i^sa dell' altro 

3x^ > ^ 4 

numero. Avremo perciò l' equazione ai 

3=706^ la quale ordinata diventa 

8 4 




Rkolot» qmnht eoi motoda dei MÒondo ^o^ éà òm% 

4 4 4 

ralori di j» » eìoè;^ » ssr^ild, jt «=81 

Ettraeodo da qcmti due volt# la radice quadra , tr^ 

veremo la prima volra « = t: 25 x = ±=9 , e 000 

la aecanda attravioae gli etto valori della m ^ oiuà 

xzsiòV — 1 a:=3V' — 1 

«=>— 5\/— 1 a;=a — 3\/-^l 

E' visibile che avremmo avuto gli «tessi risulta* 
mentì sa ciascuno dei primi due valori 5 » 3 ai fos^ 
se moltiplicato per le quattro radici qìsarte dell'uni' 
là 1 , y/ — ^1 ^ —1 , ~\/~l. Tanto i quattro va- 
lori positivi dalla ;r, c{iiAnto i quattro, negatici ri* 
solvono ej^ualment^ il problema» 

102. Si è v^uto io princif40 che la aostitusuooa 
di j'— A invece di x nella proposta di secondo gra- 

"a" 

Jo ne toglieva il secondo tapinine. Questo resulta- 
roento si estende alle eqvaaioni di tuiti 1 ^radi cam- 
biando il denominatore 2 nei numero m esprimen- 
te il grado. Considerata iu&tfci qualunque equazio* 
ne come un prodotto di ut fi&ttori (99)» ^^^ 

e sostituito y -~^ in luogo di«»qnesto prodotto si can- 
gia nel s'^guente m 

in in m ''* . 

Eseguita questa moltiplica, e chiamando -rf', B\C\ 
. .'. 2^ i successivi coeiBcieùti deir equazione ri- 
saltante ,. avremo \ 

1» I7S-1 OT-2 i»-3 

Ora è visibile che essendo A la somma di tutte )• 
I» radUi a— > , fc— .-(rfe«.deerisaica#e^'=2tf-^=^ 

ir» »f 



» I A L.# m » ir A Aft^ 

iii-i 
Dunque il fecondo termiDe ^y «vaoMce, e P 

equazione rimane^ '^B y *\-C y . . . .-h 7*=20 
Per altre non può qui insegaar^i il. metodo di cai* 
colare per rrezzo dell'equazione data di qualunque 
grado m i coefficienti h\ C •.« • T'i n.ia perche • 
molto utile togliere il fecondo termine dalle equa- 
zioni di terzo ^ e di quarto grado» che »ono per trat- 
tore, mofetrerò il modo da leneriìi io queste, ch^ 
in seguito potrà estenderà a tutte le altre Sia per* 
tanto 1' equazione completa di terzo grado 

3 2 
X -^-Ax -f-iJar-HC=:o, % 

da cui vogliasi togliere il secondo termine Ax . 
Supposto x^ss^y^^^A ottengo 

S 
3 3 2 2 3 

or jhC=^ — Ay '\-A y^A 4-fi 

5 27 
2 22 3 

Ax c= ky — 2/\^ H- A 

3 9 

3ae=: By—AM 

s "3" 

a a 

K K>inin«nclo larà os=^ *4-(-iB^A )>'H-C '—A 

(B— «J^) 

9 . 

Per togliere il •cconde tarmine dall' equazione 

4 3 2 

completa di quarto grado x -^A x h- Bm •f-Cac-H^* 
« faccia se Ts.y . — A , «d avremo ; 

'4 



AS4 fui»*»»» 

4 a a 

4 4 

3 3 

4 
a a 

Calcolando le potenza e moltipliche acceooate^ e di- 

4 sa 

poi «ommando si troverà ; y +- {fi — ZA ) y -^ 

3 T 3 

( C—ji (Jf—AJ) y^D^A{ C—AB+^A )=o 

3 4 446^ 

lo3. Passiamo adesso a risolverà l'e<|aazioae di 
terzo grado priva delsccendo teriniue, cioè; 

3 
X ■+-Ax-^-£=o 

3 a 

Se facciamo >^jc-H-B= — (fl+-&) , ed l y a^ a le 
tre radici cubichfi dclF unità , la proposta diventa 
3 3 

«; — (a-4— &) =^05 ed i tre valori della x saraono 

d 

Ripiglio ades80 re(|uu2iLoiia irx>tctica y/r+--B==: — 
3 

(a-Hfr) , e riflettendo clic 5 ha tre dimenzioni , A 
n« ha due, e che un valore di a; è a-^-fr, ne deda* 

3 3 
•O (53) f J5=r=-a ^-* ^ ^ ^r^ lab 



'3 S 3 3 
Dalla seconda di queste ottengo — -& es jt^ —a z=s A 

~3 "75 

Sostituiti questi valori nella prima per ridurla ad 
una sola iocognita^ • dipoi ordinando ^ ottengo; 

6 3 3 

a 4- £« — A =io 



27 
6 3 3 

* -^Bb — * ^ ano 

27 
Equazioni Jeriifaii^ del sepondo grado , che diconr 
si le trasformai del terzo , e ehe danno i primi re^ 
sultanienti identici 

3 3 2 3 h % 

a =i— i? ±z^{A^B ) *=3— jBfcVC^-HJB) 

3 i27 4 * 3 2T 4 

Il che significa che se per la quantità a si prenda 
il radicale col segno -H9 n à&t preadcfre per la h 
col segno — • 
Adnnque le sei radici della trasfornuua sono ; 

3 3 a 3 • 

2 27 il, 2^34 

uà otb 

2 
» a ah 

Sono state cosi disposte le radici ^libiche dell' unità 
perchè la trasformata nasce dalf ipotesi di B — 

3 3 
a — -( , e di A i iab. Il valore di J3 sempre ri- 

2 3 
sulterebbe — *a — fr comunque si disponessero in «, 
ed in b <]ueste radici \ ma per ottenere il valore di 
A conviene adottare questa unica disposizione , in coji 



aa4 ìPiii»«i>« 

4 a a 

4 4 

3 3 

4 
a a 

Cx = C/"- ^C 

Calcolando le potenza e moltipliche acccnoate^ e di- 

4 sa 

poi «oranjando si troverà ; ^ H— {fi — Z/i ) y 

a "a* 3 

(C— ^ (JP— £^) ) y^n^Ai^C—AB^^A )= 
2 4 4 4 64 

lo3. Passiamo adesso a risolvere l'eqaaaiuae di 
terzo grado priva del sccendo termine, cioè; 

3 

3 3 

Se facciamo -^jc-h- -B==' — («-H&) s ed l , a, ^ le 
tre radici cubiche deir unità , la proposta diventa 
3 3 

g? — (a-f-&) =30, ed i tre valori della x saraouo 

Ripiglio adesco ret|u(4:iioiia ipotetica y^a?-H^=: — 

3 
(a-Ht) ^ e riflettendo clic B ha tre dimenzioni , ^ 
De ha due , e che un valore di j; è a+-&, ne deda- 

3 3 



3 3 2.3 . 3 a 

Il 27 ^ 2 27 4 

3 3 2 

ii 27 4 ^ 

3 3 2 

s 27 4 2 

3 3 2 

it— ;/(— B-hV(^ 4-^) (.^1-H\/— 3 ) 
2 27 ' 2 4 

3 3 2 

2 27 4 ^ 

TI primo di ({uesti è il 8oio che sembri reale, gli 

altrùiue includuno quantità iinmaginarie ^ e sembra'^ 

no perciò dovere essere tempre immaginari. Che se 

3 2 

jl coefficiente /i sia negativo ^ e sia inoltre— -itf ^v-A , 

^ T 

anche il primo dei v.aIori di » comparisce immagi^ 

2 
nario , perciocché il quadrato B è sempre positivo, 

T 

qualunque sia uella proposèa il segno del coefficien- 
te B. 

Si può ginngere a questi medesimi risultamenri 
con un raziocinio anaLgo a quello precedente nel- 
la risoluzione data in ultimo luogo per le e(|uazio' 
Jii di secondo grado. Considero primieramente che 

3 
la preposta x 4-^»-4-J9=iO priva del secondo ter- 
mine dà la somma delle sue radioi a;'4-a:''-Ha?'"=o ^ 
e che la sua trasformata^ dovendo essere risolubile 
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il prorlotto dei coeffit-iciiti di a, 9 di b è t\ 

Si pongano innesti sei ràdici della trasformai 
in ciascuno dei tre valori deif incognita x, ed av 
me nove valori cosi disposti; 

2 2 



X — «4-4 


x'^==aiH-aò 




2 


2 




r" — oM^^a h 


jc' ==:flt flH-ft 


*": 


2 


2 




j:'"=a a-^-ctb 


ar'"=tìH-a* 


*'■•' 



Per altro i tre valori della prima cohmna .«-(loo 
i soli che Fodii'fu nno alia pn posta ^ come è facile 
assicunirfeeue formando il prodotto (« — a— é) 

2 2 

( X— «a — A A) (a>— «a — «&) ^=o. Moltiplicando 
neila stessa guisa gii altri tre valori dÌ8[)osti nella 

3 2 

seconda colonna si ottiene* x -^ Aa x-^Bzzzio^ ed 

3 
il prodotto di r]Qelli della Sacolonoa è x -H-/^ax4-^=c» 
/\dunc]ue, poicliè con <juesti tre sistemi di ratUci 
V equazione di terzo grado risulta la stessa ruonchè 
nel ccio/Tìciente del secondo termine^ è manifesto che 
la st&isu trasformata risolve la proposta nei tre ca- 

2 
si di Ax , Aax ,. Ao^ x 3 come ancora V equazione 

3 
di nòno grado risultante dal prodotto {x A-^Ax'^S^ 

3 3 2 

{x -^Axx-^B) (x '^^Aa x^^B) ==:o , cioè ; 
9 6 2 3 3 3 

x -t-35« 4-3(J5 -^A )» 4- -B =0 

2 
Bidotte in numeri le quantità ^^ a , i tre va- 
lori delia X nel primo sistema che sodisfa alla prm- 
posta, sono. 



3 3 3.3.3 a, 

•j. HY n a ^7 4 

3 3 3 

li 27 4 *^ 

3 3 a 

3 3 2 

2 27 ' 2 4 

3 3 2 

2 :^7 4 ^ 

II primo di questi è il solo che sembri reale, gli 

altrùiue includono quantità immaginarie , e »enìbrei'' 

no perciò dovere essere sempre immaginari. Che se 

3 2 

jl coefficiente A sia negativo 3 e sia inoltre -«-itf ;>J9 , 

anche il primo dei valori di m comparisce immagi^ 

2 

nario , perciocché il quadrato B è sempre positivo, 

<,„.,„.,„. ^ »... ^.^„. a ig.. a. ..m..a- 

te B. 

Si può ginngere a questi medesimi ricultamenri 
con un raziocinio aaalgo a quello precedente nel- 
la risoluzione data in ultimo luogo per le e<] nazio- 
ni di secondo grado. Considero primieramente che 

3 
la preposta x 4— ^x4-JB=30 priva del secondo ter- 
mine dà la somma delle sue radioi a?'-H«''H--a?'"^=o ^ 
e che la sua sras/ormatoi dovendo essere risolubile 



/'^v 



— V 
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colle regole 'finqui iiise^joate non può clfrepaMir» 
il secondo grado- Suppongo duDC|ue €06*^1 e t{uei»tm 

±n m 

troaformota f ^^A^i -4— JJ'=ro , io. cui i roeiKciefi- 
ti A\ B! fiitfno quautità razionali , 9d iniicte ^ ed 
inoltre yuA^'o/if dei coethcieoii A^ B delia pro|H>- 

fU 

Non può essere >»=i , perche in i]tie8to caso A' 
Mrebb«^ di una àimcnsioìté e |)tfTÌò inipc'^9iliii€' a 
formarci rol coeihcieute A dì due dimensioni ^ ts coìV 
a^tro S9 che ne ha tre (v.9) Non può ancora es- 
sere n=2 , perche allora A^ avrebbe due dtmensio^ 
ni ^ e B' quattro ; onde il coefliciente B ciie uè ba 
tre non potrebbe e«8ere con^pref^o in alcur»a delie 
fnniiom f che debbono conjpiirre A\_ B^- Può ben- 
$ì essere fi=3, fK)icbè coei A' ba tre dimensioni , 3' 
$9X9 e quindi ti Tuuo che l'altro coefhciente posso- 
no comporsi colle dimeiizioui di A , e di B Per- 
tanto la trasformata più semplice pei* le equasioni 
di terzo grado sarà ; 6 3 

t -^AU 4-i?'=o 
Chiamando t^ , ^'' due delle aei radici di questa, 

3 3 3 3 
la considero il prodotto ilei fattori [t — «' )(/ — ^")=r=o 
a quindi le altre qnattro radici saranno (101)^, 
a 2 

^ t^' 9 ie#" , OL r". Ora poiché le tre raditi x deb* 
b«>no essere funzioni delie tei radici /, e viceversa, 
fa d' uopo che ognuna delle prime t^gungii due delle 
teeonde , io modo però che la «omma dellft^ ac sia 
Mero ^ e che ciasauna di esse abbia un valore di ver« 
so , e iudependeote 1' nno dall'altro ; altrimenti le 
radici aviebb^ro fra di loro uu rapporto costante , 
che noa si dee generalmente supporre nella prop^ 

3 
sta m -^Am-^B^^iO* Si possono adunque disporre 



tre dÌTerti sistemi di combinazione delle radici t 
per formare le x secondo l'esposte condizioni, cioè; 

2 2 

Colla moltiplica , e colle qualità note dei coefii* 

2 
eienti \^ cb^ d si trova in ciascuno di questi sistemi 

3 3 

di qui la trasformata , 

3 3 3 3 6 3 3 

(/ _^^ )(l — ^'^ )=:^ 4-J^ — ^ =0 

Da questa si possono evidentemente dedurre le stessi 
riflessioni fatte di sopra , o gli stessi valori delle ra- 
dici X, che sarebbe inutile ripetere. 

lo4' Per discernere quando alcuna delle radici jp 
sia rtaU ^ o immaginaria, e per determinarla esat* 
tameate, conviene estrarre la radice cuba dai ra* 
dicali , cbe formano il primo x ^ poiché dato qun- 
sto non vi è difficoltà per calcolare gli altri rlue« 
Questa estrazione di radice offre quattro ci^i difFe«' 
renti da contemplarsi separatamente^ cioè; 

3 2 
i*. Quando la quantità — B ±=\/(^ '^^) ^ ^^ ^''* 

T* ~7 4 

bo perfetto , qualunque sìa la conibinazione dei se- 
gni di ^ , e di jff nella proposta , e la loro respet- 
tiva grandezza 

a*. Quando la stessa quantità eoJIe stesse variabilità 
non è cubo perfatt» 
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3 3 

3*. Quando fl rudicale V(^ +- jB) è M€ro. 

4*. Quando questo radicale eguaglia, o diiferiace po« 
ohisfimo da B 

IT 
I coefficienti A,.B ai auppongono quantità ro- 
ziorudi , ed intiere, poiché qualora non fonderò tali, 
vi è il me^odo di liberare qualumjue eipiazioni* Hai 
radicali, e dalle frazioni, come spiegheremo a tuo 
luogo. Posto ciò per maggiore semplicità farò P=B 

3 2 V 

astraendo dal segno di A, e ^(Aj-^B^ =\/zq:Q 

. 27 4 ' 
per esprimere i du^ oasi, in cui la quantità aolto 
il segno radicale sia positiifa « o negativa^ Avrò co- 
sì la prima radice dalla Proposta sotto hi formola 
generala ; 

3 3 

Le radici cubiche enunciate in questa formala vion 
possono avere altra forma , che la seguente ; 

pj^±zq , p — \/±iq . 

Irapercioccbè elevando al cubo questi binoiaj si ot- 

3 2 

tiene; p zq^Spq-^^Zp ±ig) \/^q 

3 a 

p ±:Zpq—{Zp :qp^) y/±=q 
Bla questi risultamenti contengono come la formo- 

3 
la una parte razionale p ^==^pq , che può eguagliar- 
si a P ^ ed una parte irrazionale , o immaginaria 

(Zp zij:^) \/c:Fy , che può eguagliarsi a V'+rQ. Laon- 
de considerando già estratte queste radiai eobichr 
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o esatte , o approssimate (8-2) , avremo generalmentes 

2 

Dalla semplice ispezione di queste nuove /bririo- 
/e (Ielle raglici risulta; Che qualunque equazione di 
terzo grado ha almeno una radice reale *ip mgualt 
alla fomma delle altre due col segno contrario j, con- 
forme deve essere , acciò manchi il secondo termine 
nella proposta. Che le altre due radici sono immU'^ 

3 2 

ginarie quando Q ( t^ale a dire À -^ B ) è quan* 

sica positii^a; sono reali quando Q à negativa Che 
infine quando Q è zero , le tre retiici sono tutte rea-- 
li ^ due sono fra loro eguali^ e ciascuna di queste 
è la metà della prima eoi segno contrario* 

Vediamo adesso come si possano determinare nel 
fatto le quantità p^q ia modo da sodisfare aliee^ua* 

3 2 

zioni di condizione p ,±:!^qz=ip ^ (3;p ±=^) V±:y 

Al&undole ameudue al quadrato^ e rammentan- 

3 3 
dosi che P=^ ±z B , e ±=Q = 2f ±rA nel doppio 

~ 4 ^ 

caso che questa quantità sia positiva^ e negatila ^ 

64 2 2 2 

si ottiene ; p ±=6/ q -^ 9P q = ^ 

4 

4 2^32*^ 

'^9P q -^ ^P q ^^ q i=::fì ±z A 

4 ^r „ 



/ 
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64 2 a 3 3 

Sottraendo reità p =^òp q-^Zp q ^q = =ì : A 

Ed estratta la radice cuba d^ questa equasione re- 

fidua ottengo; p =7^=:=f/' 

T 
a 

Preso di qni il valore di ±=^=7^ •*= ^^ ^ sostituito 
nella prima delle equazioni di condizione /? ±z5pq=:±=B 

ottengo s Zip ^^p = ±= jB ' 

Facendo in questa, tpz=sx , come dee essere, ed 
ordinando^ ritorna ap)3unlo la proposta nel doppio 
caso dei coefficienti A ^ B p^sisM , o n^gaiM ^ cioè; 

5 

Ve Iesi da quest'ultimo resultamehto che per de- 
terminare le quantità p^ q col solito metodo della 
eliminazione di una di esse si incontra la stessa difH* 
colta che p«r risolvere la proposta , e sembrano per- 
ciò indMterminabili Ma da altra parte resta così di- 
mostrato che le premesse equazioni di cùndiùone so- 
no esùiiomente i^re , perchè appunto riconducono 
con precisione a formare la proposta. Converrà adun- 
que trattare in diverso modo il problema che oc- 
corre per trovare il valore di yr , ^ ; ed ecco il me- 
todo da tenersi per la sua risoluzione* 

3 2 

Ripiglio le equazioni p ■tz'ìpq^^i^^ ^f p =^73=2 :=fA, 

dalle quali è facile dedurre 2p=s^(±= B=fA) 



Ora se fra i iubmultipU di B presi in -h , • in <-— 
se ne trovano alcani che sodisfocciano alla prima 
delle precedenti e(|uasioni resterà ancora determi^ 
nata la fieconda^ ed avremo cosi i ricercati valori 
di ^-H\/^7 5 P^^^/'^^ , e da questi le tre radi* 
ci delia proposta che possono porsi sotto le formo- 
lo seguenti alquanto diverse da queliti di sopra; 

a:= 2p 

x=^—p— 1 \/(qp 3B :s^J) 

2 2p 

2 izp 

Con tali fbrmole si risolvono spt;ditameote tutte le 
equazioni di terzo grado comprese nel primo dei 
quattro casi di sopra proponiti a contempIart?i, cioè 
Quando la quantità P±z^±zQ è un culto perfetto, 
ed è in conseguenza razionale almeno la prima ra- 
dice ar=2;7 , la quale si determina in virtù dell' 
equazione 3/?=:\/(±=B :=f:A,) Veniamo agli eserapj- 

"2J9 "^ 3 

Sia proposta a risolversi Tequazìone x —^7x^—6=?© 
in cui 2p:=s^f—6j I submuUìpli primi del 6 sono 

2p 
1, 2, 3 Prendo ap^=^\ , ed ho 9^=-y'(7— 6)=2l. 
Dunque le radici della proposta sono a:=2l , x^=^ 
— tJ^t4-V(i84-7)=:— 3; a?==--ìi_( 1—^(1 8h-7)==:2 

2 2 

Se avessi • preso 2;7=:2 avrei ottenuto collo stesso 
calcolo «=2 , a;=: — 3 5 a?=i : come ancora pren- 
dendo 2/?=s— S 3 avrei similmente ottenuto x=2'— 2 

C»=3 1 , XZ=Z'l 

3 
Sia inoltre proposta x — ^-^^^d :?=^o J in cui 
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%pz=^{^ i^o 4^ ) • Preso 2^:=3 4. subnuUtipla di 4* , 

avremo 2;7=sv/io-h6 =4* Adunque le tre radici 
delia proposta ioao 'ar = 4 • -^^ ^ *=^ V*-^ 

io5* Quando niuno dpi submuinpli di B sodisfa 
airequazione 2;; r2v/(±= H=t: i) è ii3aaife8to|ld quantità ^Ci 

P±=:\/i=Q non è cwfto perfetto , perciocché non si 
puòdeterminjrc razionalmente ia prima rà,dice x^-lp. 
In questo caso, ctieè il secondo da prendersi in esa- 
me , il me^odo di risoluzione li più naturale à<{uel' 
lo di estrarre per approuRin^bziorie la radice 
€uba della quantità P±rV'i=Q ( 75, e 80 ), 
Questa Operazione non offre alcun;! difficoltà 
qualora Q sia positiv^o ; soltanto convien badare 
di spingere T apiprossimazione di \/Q fino a 3/i de- 
cimali , o poco meno, secon>{o che si voglia estea* 

3 
dere V approi^simazione di VC^VQ) fi^o ^^ ^ ^^' 
cimali. Per vederne un esempio sia proposta T equa- 

3 
zione m — 2a: — 5=o , dalla quale si deduce la pri- 

3 3 

ma radice x—\/{5-^{i5 — «ì -hV^-V^ -^5 —8) 

s 4" 'I7" 2 4 27 

Abbiamo 2.5 — 8 =643 =5 , 95730730730 ec,la 

_ 4 Tp" iTT 

di cui radice i|L!;idra approssimata fino a l6 deci- 
mali si trova Cdsere 2, 4400212506664^07. 

3 
Di qui deduco x =: \/(4, 9400212506664207) 

3 
4- >/(o, 0599787493335793.) 

od estratto le due radici cubiche^ in cui T ultimo de- 
cimale è di alcu»poco maggiore dd vero a meno di 
1 , ofttenoro ; 



op^ij^oSnogS-h-o, 391440^2 = 3, a , 09455147 
X« altre due radici soao in generale ic= — p±=: i 

2 
\/(3B =;:Am poiché abbiamo— ;?=s — 13 04727573, 

B=:— 5 3 A=^3 , si troverà v/(=p2B— A) =:v^(— 5^ 

2^ 
l6i458)c=:t: 2 ,272\/ — 1, 6 ppfciò qucste radici 
sono a?=— 1 , 04727573 ±=! , iSey' — i 

106. Ma qaando Q è negatit^o sembra a prima 
impossibile csCrarro la radice cuba dal binomio P 
±=)/ — Q a motivo della quantità i/Hfwag^fVkina y/ — :Q« 
Questa diflìoQltà può forse essere Fiata la causa per 
cui questo caso si chiama irriducibile , sebbene co- 

3 
moni^raente si dimostri che la somma \/(P-t-V — Q) 

) ^ 
"^Viy — V — Q) che forma la prima radice «=6:2;» 

è sempre quantità reale. Non è (}ui il luogo di in- 
flegnare a rigore questa dimostrazione , ma frattan- 
to si può osservare che anche il metodo ordinario 
di estrarre la radice cuba ^ purché usato con una 
certa industria, conduce alla medesima ronrlu^ione. 
A tale effetto riduco il binomio \/(P±=\/— Q) sot- 

to la forma P V(izt^^ V—Q) e quindi fiitto 

P 

3 -L 3 

jj/— Q==£?3 avr.ò\/(P±rv^Q)«^^ V^( i -tre ) Con- 
f 
siderando ade.^^o nel binomio n— e i primi du^ ter- 
mini di un cubo , di cui mancano tntti gli altri ne 
estraggo la radice (82) . e pro^i^guo V operazione 
t>Ur« i termini i^\^e sii gli avanzi successivi 3 che 
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continuamenl» rirnaagono dopo le oecetsario sottra- 
Eìooi Ottengo cosi la richiesta radice nella aeguen- 
•e serie, che paò proseguirsi all' iofinito; 
^/ X * » 4 , 5 6 

^ 3^ 3^ a"^ 3^ 3*' 
7 8 

Variando +-c in — • ai deduce evidentemeote ; 
.// x_ 2 » 4 5 6 

7 ^« 

3'^ 'ir . — gZic — * co , 

3^ V° \ 

E la aoroma di qaeate dae serig moltiplicata per 

p3 darà j,3 (»^^ ^^.^w ^3 r 

4 6 8^ 

—jroa ~ i54c —g35c — ec.) 

Sostituendo in questa ultima serie i y — Q inveaa 

T 

di e é facite redere che le potenze pari di e delle 
quali è composta , daranno risoltamenti tutti reali. 

a 426384 

Abbiamo infatua == — O , e =2Q , e =3^ , • =Q ©e. 

"^ p4 "^ p8' 

Sarà adunque reale la prima radice x anche ael e«« 
sa irridueibile ^ ed il sao valore sarà; 
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V (P-»- V -) Q-H V (P- V -Q) =3P\iti> -iiioQ^ 

3 4 

,-Hl5^ - ^3f2. +- ••• )(A) 
38 ^6 30 p8 



T^a •«(rie (A) così formata ha il difetto di noo 
pre.oeotare Ih legge con cui da ciascun termine de- 
riva il susfi^eguenrp; onde è che non appar sce il 
modo di pro&fguirla a piacimeiito senza ricorrere 
al calcolo della radice cuba tanto più complicato , 
quanti più tono i termini che ti vogliono «Fer di- 
scoprire questa legge , almeno colf induzione , sciol- 
go nei loro fattori i numérniori 1 0^22 , 15^ , 374 9^^ 
della Btne immediatamente ottenuta coli' estrazione 
delia radice cuba ^ facendo cioè; 1C=2#5, 22 

flK32. 1 1 , 1 5 1 = a. 7. 1 1 , 374 3K a. 11. 17 , 935=5. 
11. 17. Osservo in seguito chela minima difTerea- 
ssa fra questi fattori è quella fra il 2 , ed il 5 , 
cioè 3' Che se vogliasi conservare questa istessa 
differenza 3 fra i futti^ri deorli altri numeratori con- 
verrà cangiare il secondo in 2. 5. 8. T'^jil terzo 
può restare li. 14» il quarto dovrà diventare a. 
5. 8 11. l4- 17, il quinto 58. 11% 14. 17- Con- 
siderando adesso i denominatori corrispondenti si 
potranno essi pure sciogl ere nei loro /"arbori 3. 3. S 
ec ; e perché le frazioni non sieno alterate conver* 
rà moltiplicare questi denominatori per quelli stes- 
si numeri aggiunti nei numeratori affinchè i loro 
/attori procedano colla differenza costante di 3 ; 
badando inoltre di conservare con tali moltipliche 
la differenza medesima anche tra ì fattoriali denomina^- 
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#orf. lai porterà infine acciò più cliiara apparisca la ri- 
rerrflta l^gge^ che tanti sieno \ fattoti in ciuacun nu- 
meroiore quanti nel suo denotnùtaturù* Dopo tutto 
no non è ditìicile il comprendere che la «e rie di 
cui 8Ì tratta può essere trasformata cotiie ite^u'^ con 
,Ìe^ge evidente della derivoziune di cia;^cuu teruii- 
ni^ da quello che lo pi ecede. . 

2 3 4 ' 5 

14-1 e— 1.2C -f-i.s 5c; — i*2.5 8c -f-ia.SSiic 



ÌjS 369 3.69.12 3. 6^.12.1 5. 
6 7 

« — IQ .18^ IT/ e -4-1.2 5.8.1 Ij4j7£ — ec. (B) 

3.09.12.1^/18 3 (> 9.13 i5.i8.2i 
E poirliè neJla serie (A) Fpari^conu le potenze di* 
•pari di <» , e rimangono le pari, non sarà meno 
evi'lnntè ti progresso dei snoi termini ordinandoli 
come «cgue a norma della serie (B) 

V ; 2 3 

2P^ (14- 1.^0)-^ i>2>5.8 Q -f- i. 2.5.8. ii.i4Q -tfc) 

• • loi^* ^•^'»-'^ P^3-^9.i2.j5.i8.P^ 

2 
AUorcliè sarà Q<cF i termini di questa serie an^ 
deranno continuamente scemando con rapidità, • 
perciò con pochi termini della medesima si avrà una 

2 

s\ifHciente approssimazione: ma se sia Q>^P , i 
termini continuamente cresceranno con eguale ra- 
pidità^ onde in questa ipofci^i Ih serie iscej>sa è af- 
fatto mutile al nostro scopo. Nel primo caso lese* 
rie in generale sl chiamano corn^er gentil nel secon- 
do dii^rgenti. Fertauto a fine di rendere ce/ii'tr- 

2 
geme la Beri% (C) quando sia Q>P conviene tra* 



\ 



s 
«formarla in altra nella quale le frazion i Q , Q et. 

a 4 

sieno inversnn»rnfe P ^ P ec. Si giunge a questo 
rifiultairenfo cambiando il binonùo i±:c in -tzc-Ki, 

• riflettendo che y (c4-l)5=:#'' V(l-f-j^^V (-c-HJ) 

;= — c V(l* — ^ ) £' infatti evidente che lo «ti- 

e 
luppo dei binomj radicali cofì ridotti dee essere pre- 

a 
eÌ9aniente quello già trorato per y (i±=c) soltanto 
che si muti e in J Adunque chianjando |>er i>re> 

(^) (2) (3) " . 

Tif'à m , 771 ^ i7s ec« Il primo ^ il seeondo^il terzo ec. 
dei coefficienti numerici della sene (B) sarà; 

|- 3 i- (1) (2) (3) (4) (5) 

Q Y(l-H-yb=:* e (n— 7». — 7» 4-77» -OT H—OT -er) 

e ~ ^ ' 3 /l b 

e e c^ e 

J- 3 ^ (0 (2) (3) (4) iP) 

-c y (1^— i)=c (-1-H77» 4-77» -Hit» H-w -f-w-f-e^ 

• e Qi ò L ò 

ce e^ e 

Sommando le due seria , e moltiplicando la lomma 

1 

• «3 . 
per r «ara ; 



\ 



T" 3 3 4 V (0 (3) 

i* (V(c+-i)-hV(— c-l-0=2'* « (m -t-m 

e ^3 

(5) (r), 

-+— w -4—/» -f—eo» ) 

"^ 7 

ce' 

IapI secondo memliro di qaesta equazione b\ tolga 
dalle frazioni il denominatore e muliiplo comune d'i 

i 1 

tutti i denominatori^ e «i ponga sotto P e . Essen- 
1 

do • =1 ^ questo secondo tneaibro diverrà; 

-j- (0 (3) (5) (7) 

2 (P) (»» -t-w -+w» -t— /7» -H- ec. ) 

a 2 4 6 

e e c^ e 

E £OstitueLdo inveoe di e il suo Talore V("^Q ) 

avremo infine la ricercata serie $ cioè; 
2 2 

{D) v(P+-V(-<2)-*-V(^-V(-Q)=-_2f 

1 

(1) (3) s (5) (,) (r) 6 



Ottenuta per mezzo delie s^rie (C), (D) secondo 
r opportunità la prima radice x = V(^"*~VQ) 
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3 

\/(P— V(— Q) approMimatt, ma pur aomprere^^ 
/#, che chiamerò 2/f , le altre due radici della ^ro- 
posta dei ferzo grado si avranno nel caso irriduci- 
bile colla forraola giù dimostrata x — - /sJL iVi^^B 

-4-/^), il di cui valore sarà sempre reale* Sieno in- 
fatti a, b ,'c le tre radici della proposta \ siccome' 
essa manca del secondo termine dovrà essere «4-^ 
_ i;=:o ^ e perciò cz=i2p ^ ±zZB 9Bi±zZab. fi' chiaro 

altresì che — '-^rswJ— (oH— i) , ovvero ^=u» j^^-^b-h-b 
quantità evidente maggiore di Z^^=ZB, perchè al- 

2 2 2 2/1 

tri menti (a. — i) =:a— ^2a&-H& , sarebbe negmiii^o ^ 
il che è assurdo. Dunque il radicale y^(±=32* -H^) 

sarà sempre reale^. *2p 

Applicuiamo questa teorica a due equazioni in 
eui accade il caso irriducibile , e sia la prima ; 

3 

jp — 7i»4-7=o 

J>a sua prima radice è a?= VC— 7 -*"^(-^_49) 
3 2" 108 

-hV(7^ — Vj—JfS), onde abbiamo qui P = — 7 , 
2 108 1 2 

<?=49> Q= 1 5 2P'^=3— 3, 0365888. Sostituiti 

X08 ^T JT 

questi ddti nella serie (C) , avremo ; 

a=— 3 , 0365888 (i^ i — . ioj+-j54— -935+-CC.) 

35 3" z'\ s^*' 

Calcolati i soli cinque termini segnati della serie 
si trova 1^0040599; e di qui a:=— 3 , 0489170 

16 



pr«?nd#*nHo i primi sette dccvmali del prodotto. 
Per calcolare le altre due rarfici abbia ni Oi^ — p^=^^9 

5244585, ±= : v'C — ai -f-7) =:i=o, 167Ò625: 

2 3,oZ|8ec. 
Onde a:==r;35689625 ar=:i , ^20208 3 

Sia in feecondo luogo l'equazione ; x -^^Gx* — 2r=c^ 

3 3 

di cui la prima radice è jc=: y/il-^s/-^) H-\/(^ -V""?) 

Abbiamo qui P= i , Q=z 7 , e perciò Q>P . Con-' 
viene adunque prendere Ja serie (D) , dalla qi.ale 

(0 (3) ià) (7) (9) 
si deduce ;jr=— 2 (j» . — ot -f-i» •— w -t-'m — ec). 

i 7" a "3" 4. 

73 \ 7 7 7* 

M a g = 1 3 0455^61, ed i cinque termini danno 
1 

7T 

e , 325c8l09 ; dunque a:=^— o , 3398775 prenden- 
do i primi sette deciniali del prodoHo* Abbiamo inol- 
tre per le altre due radici, • — ^^=0,16993875, 
±r 1 \/(6 4-6)= ±= 2,4^^7^ » ® quindi a?=2, 

2 c,3i^98ec. 
^016887, ^= — ^> 2618112. 

107. Resta a trattarsi dell'ultimo fra i quattro 

3 2 
casi propoi>ti ( 1 04)/ cioè quando il radicale \/{A -^B) 

27 4 
eguaglia ^ o difFerisce pochissimo da JB. Se ia quaii- 

2" 

tità sotto il radicale è positiva , potremo u^are del 
metodo esposto al N®. io5. senza alcuna innova- 
zione^ ma se fosse negativa, cioè V^*— Q^ e fosse 

2 
/* -j—/f=!Q (posta rf»so , ovvero una piccoli «jo.ai- 



iicà positiva , o negativa ) , i termini della serie 
(C) , (U) convergerebbero piuttosto lentamente , e da- 
rebbero per conseguenza una tarda approssimazione. 
Ver ovviare a tale diificoità supponiamo io primo 

luogo P =Q» d'onde risulter<k evidentemente la 

3 2 3 2 

prima radice jp=v'(/*-hV-^^ ) H-V^C* — V — ' )• 

2 2 2 

In ciuesta abbiamo P==±r W , P — ^ ^— /> ^ 

•2 27 

quindi 2P 5 ovvero Bz=zy^y{z^). Adunque nelca- 

BO di cui si tratta la proposta prende quf^stufor- 

3 
ma BF —>#*:-+— ^\/2/^=o 

-1 3" 
Ora è facile vedere che un valere dell' incognita <» 
in questo caso 0? =; '^aA ^ perciocché sostituito ^2A 

"J "3^ 

in luogo di 07, r equazione precedente diviene rero* 

2 
Dee pertanto conchiudersi che nel caso di P =Q 
non vi è alcun bi^ognu di servirsi delle serie. (G) 
(U), ma conviene prendere la prima radice x:=^*iJt1 

T 
la quale chiamata f}p darà le altre duo roiiiW colla 
solita formola x= — p±z \\/(±r.ZB '^Ay 

2 2p 

3 
Sia per esempio C equazione bp — -Sb?— 4=^ • *" 
cui P=2 , V' — Q = V^(4-^8) , ed in conseguenza 

2 
P=:Q, Avremo la prima radice x=:— v^2y<=: — 25 

3 
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e di qui le altra due x = l ±= v 3 . 

a ^ 

Qualora poi abbiasi P ^d=q^ sarà — (P -*-Ì) 

2 3 * ■ 

^p ^jÌ ^ e quindi ^say'Ca^ — d)- Adunque 

in questo caso la proposta prende la seguente for- 

» 3 

ma ; « — yrfjp^\/(2£ —ad) =0 

27 
Non potendosi qui trovare come di sopra nn va- 
lore esatto della jp , ed essendo d' altronde manife- 
kio che applicandovi la serie (D), questa converge- 

a a 
rebbe con lentezza , perchè la frazione P = P egua- 

glia quasi V unità aìlorctò d e quantità piccolissi- 
ma, tentiamo di scoprire se la proposta così ridot- 
ta può trasformarsi m altra simile, che abbia per 
ultimo termine la piccola quantità arf^ A tale ef- 
felto trasporto il radicale nel secondo membro, al- 
zo l'equazione al quadrato, e dipoi ordinando ot- 

6 4 a a 3 

tengo ap — a^rfa: 4->i «— 2y£ -Had=o 

Dovendo questa cambiarsi in una equazione di ter- 
zo grétào priva del secondo termine , conviene pren- 

dorè una nuova incognita j^=3ap— a/f, e sosti- 

a 3 

tuendo y-^-^A in luogo di jr , si avrà V equazione 

~ 3 a 
• cercata; y ^-^z" -t-adssf^ 

3 



Applicando a questa la «erie (D) ella sarà coii- 

6 t 
▼ergéndsgima, poiché abbiamo P=2 — d , Q=^ d 



2 « f^g 

e perciò piccolissima la frazione P = 3 d . Tro- 
vato il valore della y per mezzo *Q" ' 6 a 



7-^9 



dalla sorie (D) , 1' equazione »=aV'(^4-a^ì ci da- 



rà !a prima raAce della Proposta^ e quindi colsoi 
lito metodo si avranno le altro due radiai. 

Proponiamoci a risolvere per esempio di questo 
caso r equazione 3 

X — 7:c 4- 5 =3 o 

3 
Nella quale la prima radice x^VC— S-hVC^^— 343) 

3 a 4 ar 

-hV(— £--V(a5— 3i3) offre J=343~a5 = 1 1 

Quindi è che posto w =:^- Hl4, Ja trasformata 

3 2 3 3 

•T- *^r -H 2j=:o diverrà j^ — . 49^ -H ^ -- o, Ap. 

phcando a questa trasformata la «erie (D) , avre^ 
mo primieramente 

^ — lai . Da questi dati si deduce con i pri- 
(^ 47047^ 
m^i soli due termini della serie (D), X=^0 , ot^gfi 
*iy54; e quindi x=z\/(y^ >4=^ : 1 66€o89 , che 
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• ia prima radice rielU Froposta , da cui colla so- 
lita formola si calcolo rauno le altre due« 

108. Termineremo la teorica delle equassioni di 
terzo grado colla risolu/iione di due problemi. 

Problema 1 . Una culouia di zoo persone manda- 

*ie ad abitare in una isola è tresciuia tanto dopo 

tre anni « «A# t/uest*^ aumento unico a quello del 

primo anno ammonta a 6000 persone Si domanda 

quale è stoto in ragguaglio V aumento annuo- 

Sia 2000: P aumento del primo Antio, così che 
al termine di queMo la colonia fia divenuta 200 
-i— icooF Per trovare l'aumento al termine del fe- 
condo anno ^ che chiamo a , si faccia la propor- 
zione ; 

2CO : ftpo -H 200JI7 = 200-H- 2COX ; a , 
ovvero 1 : 14- a;= 20o(n-j:):a 

2 
ed avremo a=20o(]-)— jr) . Nel modo istesso l'au- 
mento al termine del terso anno si trova essere 

3 
20o(i4-j:) : • perciò fatto 1-Ha?=s^ avremo 1* 

3 
equasione 2oqy -f- 200^ =s 6000 , . ovvero 

3 

y H-^— 3o=o 
Tentiamo adetao di scoprire te la precedente equa* 
zione abbia almeno una radice razionale (104) per 
mezzo della n^ta formola 2,p=^{^A±iB^ ^ Siccome 

2^ 
abbiamo qui >ir=:i , ^=: — 3o, 6arà2;?=V( — H— 3o) 

I suhmultipli primi di 3o sono 1 ,«,3,5, frft i ipia- 
li preso 2;i=3«i ottiene ip=^\/{\-^^o)z=r':^. Adun- 
que i tre valori della y sono ; yz=z 3. j = — 1 



/ 



(S-f-\/(— 3l), >^=— 1 (ò — v^( — 3i); ciascuno dai 

2 

quali risolve egualmente il {proposto problema. 

Problema 1 1 . Dividere il numero \ o in quattro par^ 
ti cmntinuamente propòrzioncdi ^ di modo che inaiti' 
pli candii la prima per 8 , la seconda per 4 > ^ ter- 
»a per 5., e la quarta per 1 . la somma di tutti 
questi prodotti sia i6 

Sia j: la prima delle parti richiesto^ ed^ilqao* 
to della proporzione avremo per le condizioni del 
problema ; 

' £ 3 
a:4-ary-f-«y^ -HJrf =lo 

2 3 

Da ciascuna di queste prendo il valore delP inco- 
gnita js, ed eguagliando Ldue valori ottengo 

5 =5 • 8 

Siducendo allo stesso denomiaatore ^ ed ordinando 
avremo infine 

3 2 

/•— rr — 4f— 32=« 

3 T 

Per risolvere questa equaeione completa , conviene 
incominciare dal toglierle il seconda termine (los); 
e però fatto 7=2-1—7 

3 T 

troTeremo; (9*) — 47i'9^^~* i<)73os:o 

3 
ovvero ^eso 1^=92, tarJ^ ; u — 47^'^'^^^72o^o 
Qualora u abbia ud valore razionale %p , gU sap* 
piamo (104.) che le radici di questa ultima equa- 
zione sono Ei:=:2p=:v/(i — A — B) 



Ed abbiamo qui -^==—471, 5=s— 1 o/Jor'T 'jb*- 
multipli pri^i d» 10780 iono 2,5,?9, 47,;^073 ; 
fra 1 quali preso il 29 , «ara 2;? = ^(471^-376^=129 
Vertaoto rammentandosi che u=::^z=»^ — 7, 
avremo ST— 7 = ^9 

Qjr^T^ ==>--ij;29H-3V-r-7i) 

97 -7 ==— ^«^— 3v/— 71) 

2 
£ quindi i tre valori dell* incognita ; 

y— -^5h->/(-.7i) 
6 

Sostituito ciaseuao di questi valori «ella equazione ; 

2 3. 

si avranno i tra valori di x , cioè <r =^ * 3?= ^ "^^^ 

17 35±=v(-7 
Perciò le quattro parti in proporzione continua , 
in cui dee dividersi il numero io possono essere 
prese nei tre seguenti modi s 

1 (2-^-g-H3a4- i28)=io 



17 
I (108— (9o±=i8V-70-(^3*=^^^'^*) 

35=?.v^i 

-4-(470=q: 2\/— 7 1 )=: 1 

In ciascuno di questi modi trovasi verificata la se- 
conda condizione del problema. 



109 Pasnamo alla risoluzione delle eqaaEioni di 
quarto grado prive del secoudo termine , e sia la 
proposta i| 2 

Chiamo a?', a:'', je '", x'''' te^ sue quattro radiéi; la 
mancanza del secondo termine dà «' 4- «",-H «'''', 
H— jg'^"=ap (99). Considero inoltre che la iras/or^ 
mata atta alla soluzione della proposta non deeol- ' 
trepassare il terzo grado , e sarà perciò della for- 
ma seo^uente ; 

Zn 2n n 

IjC dimensioni dei coefficienti A ^ fi , G sono fi, S , 4 > 
quelle di A', B', C sono ti, 2/1, 3». Fatto n=s2 
è elidente che coi numeri 2^ St 4 ^^ potrà eom* 
porre la serie delle dimensioni fi, 4» ^» dnnqne 
la trasformata più semplice pel quarto grado sarà; 
64 2 22fi22a 

e le sue radici saranno ±:^', d=t", ±zt^'' i cioè tre 
positive diverse tra loro, e le stesse tre prene in 
«enso ìugatii^m. Questa condizione essenziale combi-* 
nata col faltra della equazione x'n— jr''-H-x'''-H'ac""=s05 
ila cui deduco ap'4-«'' =— a>'" — x"" 



mi conduce naturalmente a supporre 

t* =:c^-f* :r" - 

E da queste infine ottengo senza difficoltà ; 

d 2 2 

a 



\ 



Coila moltiplica d«i valori iputtiùci disila e for- 
mo i cus.Hcieati d'ella tratformata , e trovo; 

2 4 2 {x'x"'-^»'x"''+-x"x"'-t~M''x"") 

A '=3— #'— /"— t"'=(x'a;"^-*'x''' Vx"*'"-»-* "ar"") 

= 2A 

2 2 "^ 

^2 2 2 

B'=« (^'^''') ==:..., =<xV") ^(a;''a:'"') —aC 

2 2 2 

;(#''^'''') = . . . . =:(«':p") -4^'' V*) — 2C 

' . 2 2 

Ed ÌD ooosegiienza B = S(a:'jp*) — 6C: ina S(x'a?'') 

2 2 

^ -+-2C, dunque infine B'=A — l^C* 

3 . 2 

Abbiamo ancora i VV" = V ^«:'' ) a:' H-a:"^ " ) 

2 2 

Adunque C;={t't^W^) =siJ . Perciò la trasforma- 
ta del quarto grado sarà ; 

6 4 2 .22 

t -^^At +-(-^ — 4^^ — ^ ='^ 

Con la soluzione di questa derivativa d(*l terzo gra- 
do ai avranno le sei raJtci ±zt\ ±it'\ ±it'^\ e da 
©•se le quattro x\ m\ r'", *"" d^lla proposta. 

Si osfervi «he qualora nel calcolo del prodotto 
t^ t" t*' =3 i? ai fossero prese le radici negative 
-— z'-^r"— ^'''', sarebbe resultato evirlenteinente — /■' 
t'^t^^^ I J?3 e ciò non ostante» lo stesso prodotto 
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(i^t"t^'') =iB -:=& come pure gli stesii coefficien- 
ti .'i', B', e collo steMO segno. Ora è visibile che 
il prendere le radici ^ negaciife cangia le radici so 
òi positiva in negatii^é, e viceversa; vale a dire si 
ottiene —.^=1 (— /'^^"— ^''') . — jc'^^—^'h-i" 

2 li 

con tal cangiamente la proposta diventa 

4 « 

o? -H Aa? — Bar ^ C c=s 9 
in cui non vi è altra diversità che nel segno de 1 
coefficiente B, Adunque la «tessa trasformata risol- 
ve r equazioni di 4** grado nel doppio caso del se* 
condvi coe/Iiciente \S positivo^ o negatilo. 

Dalla forma dei valori delle radici x ai vede 1*. 
Che se le sei radici della trasformata sono tutte 
reali, anche le radici x saranno tutte reali. 

£* Avendo la trasformata il suo ultimo termine 
necessariamente negativo , questo non può resulta- 
re che dal prodotto di tre fattori tutti negativi , 
o sivvero di due positivi ^ e di uno negativo. Per- 
ciò ({ualora la trasformata abbia le sue tre radici 
quadratiche reali, o deve averle tutte /^Oiii/i/e^ ov- 
vero una positii^a , e le altre due negative. In que- 
sto ultimo caso le quattro radici della proposta sap- 
ranno immaginarie , se pure le due /iér^a/iV# della 
trasformata non fosseso tra loro eguali ; poiché in 
tate ipotesi le due negative si distruggerebbero in 
dut* delle radici a; , e queste diverranno eguali ^ 
reo//. 

3* •\llorclie in trasformata ha una radice quadra- 
tica reale , e due immaginarie , la r^ale deve e^^^e- 
re positiva. Infatti le due immaginarie dipendono 
da una equa^iiuue di secondo ^/<Wo cwl l'ultimo ter^ 
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2 

mine positho, cioè della forma z 4-Ax4-B = 0, 
iit cui B sia maggiore di A • Goarìeae adanqae 

che il /Attoria di primo grado contenente la radice 
vàU 9Ìa della forma r— s' acciò i* ultimo termina 
della trisforwiata rienaa megatwo come dee essere^ 
e perciò la radice reale J sarà poiUiva. 

Ponendo • — \ =^ , B — A =:J , le due radici im- 

. . •■* 4" 

maginvrie della trasformata saranno; 

z=aatV/C-* )=«±=H^(-1) 

Da ciò accaderik che io due dei ({uattro valori 

diji afremo la qnanticà, v^(a4-i\/-l)-H'\/(^-*V'-l) 

ed in altri duo la (|oan tità v^(a-i-Av^- » )-\/ (a-ftv^-i ) 

Alzando al quadrato ciaKCuua di quelite quantità , 

trovo la prima \/(a4-^v/ — i)-f-V(^'^*V^ — ^) ^^ 

2 2 
V^(2tf-i-2v/(o -H* ) , cioè reale ^ e la aecondt 

2 2 

^'(«H-ftV— 1 — v/<» — ^*\/ — l == 's/ip.a — 2v'(fl -4— ft ), 

2 2 

cioè hnmaginaria , essendo evidentemente 3\/(fl-4-^) 
3>2a. Pertanto se la trasformata ha Sue radici im-- 
magirtarie ^ la proposta ne avrà pure due immagi- 
narie, e le altre due rto/i. 

Siccome la trasformata è deriuativd del teno 
grado ^ e completa , gioverà neU' applicarla a quel- 
•he esempio toglierne il secondo termine Scende 

2 

t si^x— 2A (loa). Così essa dircrrà ; 
8 
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8 t 3 fi 

t — (£j^4C>— aW- «AC — B =o; 
3 "27* 3 

e per mezzo dì questa potremo distinguere dai coef- 
ficienti della froposta le qualità delle radUi della 
trasformata , le quali saranno tutte reali «eni^prechè 
sì abbia (lo^)* 

A 3 3 % 

j(4 ^-4C) >^(ftA^-H8AC— B ) 
2 7 3 4 27 3 

Fioalmente allorché Za trasformata ha due radisi 

2 2 

negative ^^t'^ — l''' ^ j quattro valori immaginar] 
di a? saranno; «r=: 1 (^■-4-.(^''-f-#- '*)\/ — i) 

2 
2 

«=- jj^'— (^''—i'^ v—o 

2 

Tuttavia il prodotto dei primi due, e del terze 
col quarto ralore di m danno visibilmentf due 
fattori reali di secondo grado. Lo stesso actsade al- 
lora quando la trasformata ha due radici immagina^ 
rie V(a-f-V— 1), l/(«— V~l)s \^Tchh ancora 
in queito caso le due radici immaginarie della pr^ 

2 2 

posta a»=s— > 1 (t^-HV(2a>— 2\/g -»-i ) 

2 «2 

•=— ^^'— \/(2«— 2^* 4-* ) 

danno un prodotto reo/e di secondo grado. Si dee 
dunque gCLeralmente conchiudere , cAe qualunque 
equazione di quarto grado eontiene due fattori re- 

^^/ di secóndo grado 
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Basti an lolo eseinpio aritmetico della risoluzìo- 
lift delie equaEÌoiii di c|uarto grado ^ e sia proposto 
di troparé ire numeri in continua proporzione geo^ 
metrica, iolmenre che il prodotto del primo pel se- 
condo iio 4 • ^ *'^ parimente 4 ^* differenza fra 
il terzo ^ e la somma dei due primi* 

Posto X il medio proporzionale , le condixioai 
del Problema d^iino ; 

4 t 

£ di qui m — l^x — i6:Er — l6=o, la di cui tra- 

642 a 

sformata è t — 8/ H-8or — a56=o. Posto e ==« 
-H 8 a fine di togliere il secondo termine , ottea- 

goj a 4-1761 — 2176 =0. 

"3 27 

Ovvero facendo y = 5« per togli ere le frazioni , 

3 
sarà; y 4—528^ — 2176=0 

Sperimento col noto metodo (ic>4) ^ questa equa- 
zione abbia radiei razienali , e Irovo jr =4 * ^ ^* 
poi le altre due jk=— a*=6V'— 15. K siccome 

2 
^ =3r-H8 ==JKJ28 . avrò ; <'=*±=l , /'==±=v/(24- 

3 3 

Dunque le quattro radici delia proposta sono » 

a;'''=— V^'S — 1; ed il problema sarà soioUo 
egualmente colle seguenti qimttro proporzioni; 

_4_ • i-f-V5=i-HV5 ••i4±:6y^ 

l-+-V^ 14-V'^ 

4 : i~v* = ^*~V5 : 14— eys 
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y_3— 1= V— '— ^ -2 
1 

Riguardo all' ultima di tali proporzioni conviene av- 
vertire, che essendosi cangiata i'x"" in — x' '', il 
teizo termine —2 e/-priiiie la diflercnza fra la som- 
ina tipi primi due, ed j1 numero 4;. ovvero che il numero 
4 è la differenza fi a la sonima dei primi due, ed il terzo. 

GAP VII. 

Potenze^ e Radici 

ilo. S« nel prodotto di m binomj (a:4-tt)(a:-f-i) 

(a:H— «) (*^"^0 ■^' prendano eguali ad a tutto 

le m — 1 quantità b,c ..../ avremo evidentemente 

m 
(x-^a) ; cioè lo sviluppo del binomio x-h-a elevato 
ad una <|ualunc]ue p. fenza m intiera^ e po5f/iVa. Si 
è già veduta (99) la forma del pii«ìo prodotto, 
Hfiila quale « ar<rome^^a senza difficolfà, che po- 
sto m numero intiero, e positivo, lo sviluppo del 

m 
binopiio (jc-Ka) avrà la forma seguente; 
m mi if»-2 -2 mò ò "» 

^ '\-Ajt ^4-DxaH-C« a -»-a (X) 

Sarà inoltre il coefficiente Azrzm somma delle quan- 
tità a dei binomj m; il coefficiente B cguaglierà 
il numero dei prodotti binari che possono far»i con 
un numero m di lettere; il coefficiente ti sarà il 
numero di tutti i prodotti ternari delle t resse lette- 
re : dipoi segue D eguale alla somma di tutti i qua- 
dernari, 6 cosi progressivamente fino all'ultimo 

fn 
''^rmine a , di*» e il pr^<\(ìtìo di tutte le m lettor*- 



250 PaiN&rFr 

eguali ad a. Adonque p«r comporre i termioi del- 
la gerie (X) altro non resta che calcolare geoe- 
raimenrc il nuinoro dei prodotti binari, ternari ec. 
di m lettere, ohe è quanto dire il numero dfllt lo- 
ro diverge combinazioni preadendole a duc,aHu«^ 
a tre a tre.«*.&/7i. Ha qualora mi occupassi ^li 
quAsto non diiBciU prohlensa ^ h visibile che es^o 
non servirebbe ( almeno direttamente ) che allo svi- 



m 



luppo di (a:-4— a) nell* unico caso dell* esponente » 
intero , e positivo Tentorò «dunque altra via di ot- 
tenere io stesso sviluppo, qualunque sia ifi , intiero, 
frazionario, irrazionala, immaginario co ^ poùiirOf 
o rtegaiivo. 

111. L'analogia conduce naturalmente a pensare, 
che per qualsivoglia valore di m la serie esprinif nte io 






generale (x-ho) debba essere sinrile alla serie (X), 
perchè appunto la prima dee ridursi a questa allo^ 
che m è numero intiero, e positivo. Osservo anco- 
ra che jc-Ha=*J(l"+-«) ; ovvero, fatto a =/jX+^ 



m tn ^ 



c=:x(lsF^) : donde si deduce (a:4-a) = ^ (J+i") 

qualunque sia T esponente m (64). Adunque la «fi- 
ri 

rie ricercata per lo sviluppo generale di (3^+^y 

si riduce allo sviluppo di (irH/) , in coi sono due 
S9le indeterminate ^ , ns ; ed i termini di '|«^ . 
sviluppo dorranno ia conseguensa essere /"'J^'!, 
delle sole variabili y , w^e di quantità costami*^ 
lorchè m é numero intero, epomivo, gli espone ^ 
ti di a nella serie CXÌ seguono l'ordine dei 
meri naturali 1. 2,5...m, ma non si p»^ 6 
tuitamente asserire che debbano in/ mantener" 
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tmui cioè oeir ordina oiedesimo per qualunque v«r. 
lore di Hi. locomiacio ooa' pertanto dai supporli 
tali, e dal lupporre a aornia delle precedenti riv 

in 
Cessioni che lo sviluppo del binomio (l4-^) sia; 

l^Ay^By ^Cy ^--Df ^ ec (Y) 
Quindi per dunostrare la legitiiinicà delle serie (Y) 
ed il modo di determinare i coefficiepri A, B. C ee. 
divido il mio ragiooanienio nei cinque articoli^ tht 
aeguono. 

1*. Il primo termine della serie (Y) é necessaria^ 
mente l. Infatti dovendo questa essere generale^ 
clie é quunto dire, dovendo servire a tutti i casi 

in 
particolari^ nel caso di j<=ro,resfa il binomio (14-^)=!, 
e tauto dee restare il suo sviluppo , come resta di 
£itto, posto y=o in (Y). 

2*. Gli esponenti delf i/i^^erm/ita/a y non pos« 
«ono essere negatii^i, Poicliè se avessimo in (Y) uo 

termina di questa forma Vjr , cioè P , questo otl 

caso di ^=0 diverrebbe infinito (60) ; e perciò non 

m 
«▼remmo altrimenti in questo caso (l-H^) :=sl, ma 
aivvero i==n— 00 con patente assurdo* 

3*.Non possono gli esponenti di y essere /rar 
zionarL Imperciocché supponendo in (Y) un termi- 

_P 
9» 
ne alroeao della forma Py ^ converrebbe che nel 

US 

binomio (i-H^) si trovasse un simile esponente in 
y, avvera ehe m fosse una frazione jn ; poiché • 

T" 17 
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•videate che in generale lo sviluppo di .una yWnV 
gitne n< o può ccnfeiter^* eietnetiti di nafnra di ver» 
fa da quelli ApìÌh /unzione •Orti e«i9endo qui la y 
quautità indeterminaia è nectM^sario conriderarla di- 
rciolta liair ipoten partìcoiaie di «fftere «funotitàrA' 
ilicale. hefita pertanto a considerarsi unicamente il 
caso deir esponente frazionario m , à coi può sog- 
ni n 
giacere il binomio (n-/) inaura ne ndosi y incle- 
terniinata Facciamo adunque T ipotesi che nello evi- 

m p 

luppo di (th-*^) possa esistere il termine Fj , 

m j 

Posto fr=?(i^^) si potrà dedurre T equazione 

n m 

M •— C^-*-^) ^=^0 , la quale (99) avrà un numero 11 
.di radici, gioverò un liun-ero 71 di \alori d^li' 

m PI 

incognita zacr(iH-^)".A dunque il binomio «=(14-;^) 
ha un nrmero n di valori diflcrenti^ e tanti per 
conseguenza ne deve essere il suo sviluppo* Che 

se io qu'^sto vi si trovaPFc aln^eno un termine Pj 
nvrebbe rs»o solo un numero r di valori differenri^ 

fn 



e cosi Io svilpppo di (i-f-J^). non avrebbe gi» un 
numero n di \tìlcuJ , na i^olrre tutti questi vaia» 
ri combiuati coi valori di r; e quindi nn numero 
di \alori nuiggiore di quello che gli competo, lo 
che è assurdo. 

Dagli articoli a*je3*# risulta; che non potendo i 
coefficienti dell' indeterminata jr essere pinirmai 
negai ii'if ne ircdionariy nia brusì posiiiti, ed in- 
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tieri 9 saranno esti necessenamoute tnjipendenii HàlV 
esponente variabile m , cbe può etfere HegM¥o ^ e 



frazionario. E siccome nel binomio (l4-^) le i/i- 
decerminate non sono che ^, ed irs^ così nel suo 
•viluppo (\) non debbcmo esservi altre quantità m« 
determinate fuori di queste; donde ne segue che 
ffli esponenti iV\ y dovranno essere costami^ vale a 
dire dovranno conservarsi i medesimi per tutti i 
valori pofifibili di ^ , e di iti . Se adunque nel ca<^ 
PO di m numero intiero, e positivo ni trovano gli 
esponenti d' y disposti ueli'ordme naturale dei nu- 
meri \^ Q.^ o ec, quest'ordine non dovrà cangiarsi 
qualunque sieno le quantità y ^ m. 

4^ Il coeilìeiente A del secoudo termifie di (Y) 
deve essere sempre m. Supponendo infatti che A 
potesse essere nei diversi casi una furudone (f>.m 
diversa da m, sarebbe: m 

( 1 4-y) =2 14-j^^ iiM- ec. 
E ponendo Q.m invece di m avremmo del pari 

(ì-^jr) =^ n-j^.2wn-ec. Ma (1+^) ^^(n-ay' 
2 m 

-+-^ ) = H-2j^cp.i»-i— ec ; r(*sultamento che doven- 
do essere idemico col precedente dà necessariamen^ 
te (f). 2^1=0, f) m. E' d'altronde visibile che qualun- 
que sia ^m potrà sempre cangiarsi in mCp'ns, e 
conseguentemente (f) 2m in 2m(p^ 2m Adunque se 
<j>.2,m^=^2(p.m sarà ancora 2?/i^ ,^in;=^1m(p^m^ e quin- 
di f>^2m=:p'ìn. 

Ora l'identità di p\im^ e p' m non può giam- 
mai sussistere se non quando vadano azero si aelf 
una , che nell* altra funzione tutti i termini colla 
variabile i», e resti così io amendue le (unzioni 
una istessa. costante , che chiamerò i. Sarà perciò 
necossaciamente (p\2mz=ip mz:h\ e quindi ^/»=in^'7?> 
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m 

Ciò posfo a vrrmo (i -f-^ ) s= i -4-iify-f-^c. i la qua- 
la equaxiooe dee pur venlicarsì qualunque sìa l'espo- 
nente m, Dunqne nel caso di ir£=:i dovrà essere pa- 
re 1^^— ^=l-Hiy, e perciò la costarne /==!• Laon- 
de il coefficiente A diniostialo r^tait fa Im dovrà 
ridorsi ad m per servire a tutti i valori possibili 
deir esponente m. 

Se mai il ragionamento qui sopra fatto per di' 
mostrare p' ìn^=rb sembrasse oscuro, può dilucidar- 
si cou questo esempio* 

2 3 
' Supponiamo la/unzione mr=a^^bm^-cm -^dm -f-ec. 
in cui sieijo costami le quantità a, b^ o,alee. i'oi^ 
olle si è posto (P'm=^iin(f>'m^ sarà ; 2 

m 2 

^'a-4l%= a -f-* ( -H 2ai» -H 4i2f/i -4— ec. 



o 



Ma dallo sviluppo di (^'^y) abbiamo in A una tal/ìiit- 
ztone (p m ^ che cangiaudo m in 2m dee rifui tare 
<^.2ot=z2^7» , e quindi ^'.2iii=^'.in: perciò i se- 
condi membri delle precedenti equaeioni debbono 
essere identici. Ora ciò non può avvenire se non 
sia a s rrCT- d=ec =o , e resti così (f>\2mz=<p m=:b 
quantità costante, conforme si era conchiuso di so- 
pra. 

5% Bestano adesso a determinarsi nella serie (Y) 
gli altri coefficienti B, G, Dee, che già si vede 
do%ere essere /unzioni di m. A tale uopo riprendo 
la stesh-a serie poneudovi m in luogo di A , e for- 
mo r equazione; 

m 2 3 1 

(l-H/) 5=:n-.|»y4-.By -hCj' .• ..-hT/ -f-ec. 
n 
H > posto T^ per esprimere qualsivoglia terni ine 
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delU serie (Y) soltanto che invece di n si soscitui'' 
sca un numero intiero qualunque l ^ d, 3, 4* • ' • ''9 
e si intenda T il coefficiente che gli eonviene ; per* 



n 



tiò Ty dicesi il termine generale. f 

Cangiando nella proposta la y In ^-Hf , 6 suppoaen<* 
do I una nuova indeterminata ^ avrò similmente ; 

m f2 3 

(iH-y^^) =:. i^^(j^^ /)-hBO'4-^0 /-^-Ci/--»- 1).*: 

n n 

-{-Ty (l-4-i) -hec. 

La lUflFerenza delle precedenti equazioni divisa per 
i somministra ; 

in m 2 2 

t 

n 
. • . . •+- Ty,(«"^BiH-ec.)-hec. 

y "T* 

01 n tn 

Ma* riflettendo che (1-4-/-+/) ss (1-4*/) (l ■+*'0 

=(l-+-j^) (lH-m£-4-Bi -hec ) 

71» M US 

Si deduce ( i-^y-W) ^^(t-Hy) s=s(i4-y) 

(1» 4-Bg -Heii. ), e perciò;. 

m 
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' y -i 

Questo risultamento generale d^ìve aver luogo per 
tutti i valori , che potranno darsi all' indetermina- 
ta i , ed in conseguenza anche allorquando sia «=0. 
Avremo pertanto in questo caso; 

m(i4-v) =iif-H2By-H3Gy . .... -H»Ty -Hec. 

\4-^y ite 

Ponendo la serie (Y) invece di (n-*y) , e moltipli- 
cando per IH— y ottenga; 
a 3 3 Zi 

m y-*-B^y -f-C/»y >...H-inTy =:(2B+-OT)y4-(2B 

a »-i 

-f-3C)y ..•. -h(»— i)S-4-/»T) y-f- ec. intendendo 

71-1 « 

S il coefficiente del termine Sy , «he precede Ty. 
Ma acciò sussista questa ultima e(|uazione]neir ipo- 
resi nostra di essere y indeterminata indipendente 
da m , e dagli altri coeificienti B^ G... T che 
pur ^fiVìo /unti0ni di m conviene ohe sieno eguali 
i ooefHcieoti delie medesime potenze di y. Sarà 
adunque a 

aB-f-OT =^m • - 



Dalle quali equazioni si deduce : 

a"" 
C:= ^{tn — *i) 23 m. m — 1 .m — a 

• •3 •••• 

Tr=5 (m — 7*4— » )£=:. m m — 'i 7/1— a . ... (m — /14-1 ) 

n U*3 •h ' , * n 



Rammentandosi infine che ci siamo (Partiti dall' ipo- 
tesi di y=3 a , avremo eoa tale «oii;icuzione.; 

or 

{l-Ha) , ovvero (ar-na) =: i-f-»kH-i».w — 1 a 
» fn Sa % fi 

3 n 

a- i 3 ^ V3 n n 

i! dì qui il richiesto sviluppo generale di ^qualanque 
potenza m di un binomio^ cioè; 

m m nn-x m-^ ^ 

^ «... -^ffì »?i— * .»! — 2 (nt^n^^ll 
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X . o -H ec. 

G* facile osservare che allora quando il secondo 
termine a del proposto binomio sia negai^wo ^ lo svi- 

lupno di (a?— a) non cangia dalla formola prece** 
dente se non in quanto alla quantità negatha --•-^a \ 
ed m cousegueo^a le potenze pari dì -^it saranno 
tutte posithe , e le dispiri nsgattve , il c'ii produr- 
rà che i segni dei termini d^'^ilo sviluppo Saracino in 
fx--<i) alternativamente posithi o negatM, Gosìado- 
prando il doppio saijno ±= pf^r esprtn'^re 'general- 
mente i due casi di 4 positiva o né'gai.i^à, la for- 
mola diverrà in generale j 
"^ m in m-i w-a a 

Cxi=,a) :aax ±rm j9 • tf-HM ifi-i X • a^;ij;;n /?]i-t./rf'a 

a a. 3 
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1» 3 3 m-n m 

= — - * 

intendo che nel termine generale^ e nel caso di ^r 

negativa ^ si debba prencl«»»re il segno 4- cfaando n 

è flo*nero pari, ed il segno — quando è dispari. 

Dall'ordine che seguono i coefEcienci m^m.m — i ec. 

risulta ad evidenza che la formala dello sviluppo 

^m 
ài (x±za) conterrà un nùmero definito m-Hl di ter- 
mini nel caso unico delf e^^ponente m intiero, % po^ 

m 
niìho , e sarà a il suo ultimo termine. In o^ni al' 
tro caso di m negativo , frazionario ec , il numero 
dei suoi termini sarà infinito. 

112. Questa istessa /br/»o/a si può estendere ad 
un polinomio qualunijue da elevarsi a qualsivogha 
potenza ut. 
Sia il polinomio x li tf 1 ^-Hc-Hrf-Hec , e vogliasi lo 

m 
sviluppamento di (i?-t-a4-J4-c4-</-|— ec) . Per abbre- 
viare le espressioni scriverò Da invece di a4— £.t-# 
-hJ-h-ec, Sé invece di ftH-.c4-</4-ec , e cosi pro- 
gressivamente. Cosi la ft^rmola del binomio poten- 
ziato ( trascurato il doppio segno ±= ) diverrà pri- 
miera mente; 

m m m^i £ 111-2 

(^4-2«) =3 a? 4-mEtf J» -4-^ m^yyi — 1 (la ) jp •...., 

2 

n m-H 
• • • -Hi» in—- 1 . ; ; : m— h-hi C£a) a? .+-ec. 

a.3: ..,,/! 
Troppo lungo sarebbe lo «viluppare partitamente le 

diverse potenze 2fl,(Stì) . .. .(Sa) per compire i 



foratini della serie richiesta; che però tornerà assai 
più COI n modo l' investigare l' èa pressione del coeffi- 

dente m.m — i . . . m — n-v-i (Srt) del iérmine §€*> 

2.S . • . • TI 

n$rale , acciò si possa così determinare agevolmen* 

simo 
te qualunque termine n* della serie , nella qnale 
già sappiamo che n è gempre numero intiero , e ;jx>* 
siciifo ^ oualnnqne sia T esponente m della potenEu. 
A tale oggetto osservo che dalla formola del bino- ' 
mio si deduce; 

n n n-\ n-^ fk 

(Sa) jzs a -T-/ia . 2fr-4 n. n — i a (Si) . . . i 



• I 



- Hw 71 — I . . > ■ (» — a'-Hi)(£é) a 

1. 2.3 ..••/» n^ n! z»-! 

(2è) =* -4-i»'i Se •••>^ 
y n-zi'' 

(Se) =«? -H7i"c Ei . . . M 

2. 3.3 71^'' 

fi cosi di seguito fino ali* ultimo termine del prò* 

n 

posto polinomio* Sostituendo adesso in luogo di (Sa) 
li suo termine generale \ dipoi in que&to in luogo 



n! 



di (Si) il re<?pettivo suo termine generale , e pro- 
gredendo in tal guisa fino all' ultimij termine del 
polinomio y che <jai per brevità supporremo essere 
d^ sisulta; 
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n mrn 

1. -2 5 n 1. ft.3. . » 

1 . a. 3. . . . « 1..3 ^ •» 

I. 1. ^ . .. /i''^ 
E poiché /i. Il', /i", /•''' ce. sano n^cestarU meato aa* 
meri intieri, « positivi si avrà la «e rie intiera fi#i 
numeri aatorali da i iiao ad m a^giuagendo in 
n. /i — 1 . n — n'-H 1 i fattori l.a 3. . /i— *'; ai 
avrà la seri^ med'^sima da l fiao ad /i" se ia ni» — l 
.,, . n'^-^n'-^i si ajrgiungHina i fattori 1 a. 3- . . 
n' — n\ e io stesso succederà «on simili aggiantein 
tutti I num'^ratori composti di /i, m\/i' , /i " ec Adua- 
que moitiplicanHo anche i denfiminatori respe^tiTi 
( a finf» di non alterare il valore delle frazioni ) per 
i fattori medesimi, e cancellando nel prodotto i fall- 
tori comuid ai termini delle frazioni, resterà; * 

n. nt-n 
mm^^l • • .171— /»"H l(£a) ir =a m m-—^^*.m — n-^l 
^•3 n 2. 3. ... /i 

X { l a. 3» « .yx. g * . e . rf ) 
1 a., /i— Tx'x^a.. /i'— /l'^X^ 2.../i"/2"'Xi ^; •'»''' 

Prendiamo per maggior brevità n — n =/; 



7X'^— ti'" 



Sommando queste eqnazioni si vede che p-^q-^r^. 
, ed il termine generaie richiesto sarà ; 

p q r s 
l.fi. 3 n^ a b e d ; 
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che «i potrà esfenrlcro a p'zicimento secondo il na- 
inero dei fcermiai del proposto potinomto. 

p q r s 
6i Ofservi che nel prodotto a b e d ec. bì in- 
tendono contennte tutte le pot«*o«e da zér^ fino ad 
n inelnsivarnentedi ciascnna de le lettere a,é,c,rfec, 
e che la somma degli esponenti in qualilm|n« ter- 
fnine dee essere costaoBemente eguale ad li , e dee 
comporre questo numero in tutte 'le ptM8Ìbili ma- 
niere con numeri positwi ^ ^d intieri ' Formate 
ron questa norma tutte le combinazioni' d6i lìrodot*^ 

p if r i ^ 
fi e^pre^si generalmente da a b e d ^c\ wi4 facile 
comporre il suo coefficiente 'nomericò applicandovi 
secondo Xbl formala precedente i diverti valori dati 
agli esponenti p 9 if 9 r , s ec^ 

Sia proposto per esempio di trovare il sesto ter^ 

m 
mine del polinomio potenziato (ar^-^M-^-Hc-Hrf) . 
£s60 sarìH generalmente espresso còsi 

^ (;n m— *1 w«-^2 .... m — 5 a: ) 

p q r s 
(l.fi.3.4 5 6 a b e d ) 

i.ft'3.. .;c>Xi-^ ••• 7X1-^ • •'■Xi«a..-j 
e sarà ^4-^-4— r-H-5=/i==:6 equazione indeterminata, 

che dee essere risoluta in tutti ì modi possìbili con 

numeri intieri 5 e positivi* Posto. ^rr:6 , resteranno 

p q r s 6 

zero q, r 9 s , onde si avvìi a b e d =ia^ e poiché 

questo resnltamento deve estendersi a tutte le altre 

p q r s 

lettere, r espressione generale a b e d darà per suo 

6 6 6 6 

eom|ùinento •# 4-6 H-^ -4— rf jla qui\l somma lapprc- 
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6 
lanterò compendiosarn^iate , scriveailo £a • 

Posto p=si , «ara ^=3 1 , e re<terauno %ero r , j 1. 

p q r $ S 
Adanqae io questo caso a b d =:Sa b, inteoden- 

do eoa Da i lo somma di tafte le po^sibiti combi* 
nazioni delle lettere a , b ^ e^ d cogli espaaeatii, 
5 5 5 5 

l , cioè aijfra^ac^caee. Preso p=^^ potrà 
essere ^=^2 2, r=nfr^o; ovvero ^=:i , r=si , 1=20; 

p q r 5 4 ^ 4 

e quindi a & e ^ =s £a fr ^Da bc\ iaterpetrando 
come sopra le due somme notate col seorao S. 
GonfcinuaQflo con tal mefcodo la risolnzione della 
equazione p -H^-4nr-4-*=»i=36 , e ponendo in cia- 

• . P 9 ^ ^ , 

scun coefficiente numerico \\ a b e d i congrai 

valori ^\ p ^ q ^ r y $ formo per esreso il richieste 
sesto termine nel modo che vedesi ; 

i7»-6 

^ wi— 1 .7» — 3 .... in— «So: X 



2. 3 4- 5. 6. 
6 5 41 

Sa H-6Za M-S-SSa i 

4 ^ 3 3 3a 

[-t-5 62a ftc 4-4»5la A -4-3 4.5Sa ^ e 

3 2 2 2 2 2 

^ -1-4.5.^ 6cJ-4-3.5.62a h e -h2.3.5.6Sa fr ci 
Sia proposto inol(re di sviluppare il polinomio 

234*^ 
(jp-|-ay-+.iy -4-cjr — -rfy -i-ec.) secondo le potenze 

di y. Per abbreviare le espressioni dei termini della 

serie ^ che si cerca^ scriverò A, B^ C ec. iuvec^ 

m i7s«i ìn^2 

dei Goeffioienti già noti di ;ip , ar , « ec. e seri- 
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3 3 

ycrò S my invece di oy -Hiy -Hoy -Hcc. Co«ì lo 
sviluppo richiesto sarà priroieramente : 

I» m-i jvi-2' 2 m-Z ^0f 

m -^Ax Ywi^Bx (£ay) 4- Ca: (Say) . . • .. 

(jn*n) 71 
. H-Ta: (2>»y) . n 

Ed il termine generale che riguurda (l^y) Baràjn 
questo caso; 

p ^ q Z r i^ s 5 i 

i>g . /i (fly)(»y )(gy ) (< f y )i^y ) ec. 

Colla risolueioue già ingegnata qui supra dell' 
equazione ^4- ^<+-r-H ec=:ix ^ in cui faccio gradata* 
mente #1x21 ^ 2, 3 ec, e colla scorta del termine 
generaUy ottengo senza diliìcoltà la seguente sene 

5 
calcolata fino al teamine in cui si trova y , dalla 
formazione della quale apparisce il modo di prosar* 
guirla. 

m m-1 m-l a m-X s 

ar -H-y^j» aj-^jix A \ y -♦— Ax ^ ^ J 

1/1-2 2/ 171^2 

^^Bx a ì '•^qBx ab 
•/ m-3 3 

-H C« a 
m-l \ é^ m-i ] y5 

-f-^a? <J I y H— >rfa? e 

fra 2 2 I m-2 

jhBx b f '^Q.Bx ad 

m-2 V w-2. 



171-3 2 1 m 3 2 I 171*4 ^ ^ 

-Y-ZCx a b \ -4-3Cr a ^-^/^Dx a b\5 
171-4 4 I ''^ 2 2 j-H 171 5 5 |y 



11 3. Sic veduto il metodo da tenerfi per toglioro 
il secoodo termine dalle equazioni^ ed in specie da 
quelle di terreo, equa rro grada (los). Colla /oriTio- 
la del biDomio pofeiiaiatp si spiega molto più gè- 
jieraLnieiit« il metodo di togliere dalie equazioni 
uno qualunque dei suoi termini. Sia pertanto l'equa*- 
;3Ìone 

X -f- Ax -4— Bx -4.t7r=SO 

Sostituendo y-Ha in luogo di a;, ed ordinando il 
resulta mento r^ipporto a ilo |>otan2e di y 5 si ottiene; 

y H-may -+• m-m- — 1 a y • . • • 

m-i i»-a iii-i 

•v--/#y -♦— (ih— l)jiay t . » . ^ , *^Aa 

in- 2 m-2| 



• 



• 



U 

Volendo togliere il secondo termine , facciasi ma 
j^A=o ^ e quindi a=: — A come abbiamo insegoar 

m 
to (loft). Se si vuol togliere il terzo termine af- 

m-a, 2 

l'etto da y , convien tuie ìium — 1 a -i^m-^x Aa 

^-./?=o, e colla risoluzione di questa equazione di 
secondo grndo sì troverai quel valore di a atto a 
far sparire il tèrzo tennine. 

Seguitando in tal guisa per ciascuno dei termi- 
ni succesftvi , si riconosce agevolmente che T eli- 
minazione del quarto termine dipende da un equa- 
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zlòae di terzo grado, i' elimiuaxione del quinto da 
una di quarto grado , e con fino all' ultimo termi* 
B6 che non si potrà eliminare se non rìsolvi^udo 1' 

equazione a 4- ^a -h £a . . . • -f- Vnzo limile 
in tutto alla proposta. ^ 

11 4- L'estrazione della rà£?ic6 di qualunque gra- 
do m da una data quantità conpiessa dipende pcH 
re dalla formola del binomio, happre&ènti X ia da* 
ta quantità i sicconie essa è C4an posta interamente 
di quantità note , potremo intenderla ridotta ad un 
binomio , di cui il primo termine sia ia massima 

sima 
potenza m. compresa in X^ ed il secondo sia il 
resiauo posUho o ntgaiipo della ste£sa X; \ale a 

ro 
dire potremo sempre ridurre X=^ ±^b. Bammen^ 

X 
— , sima 

tandosi adesso che X significa la radica n». 

1 



m — 
di X (59) , non vi ha dubbio che (a ±zb)'^ ^ 



OV" 



vero a (m-&) darà col suo sv iluppamento la ra<- 



a 



m 
m 



dice richiesta di X; che se la frazione^ è pie. 



m 
a 



oiolissima, basteranno pochi termini della serie per 
avere questa radice assai approssimata. Sarà dun- 
que in generale; 

l 

V'X=«(l.±rJ^)'"=«(l±-J^-4-^jJl~-0 i_ 

m m mm ^m 

ù ma ''<^ 



3 

-h(i .1^1. 1 — a) * -f- ce. 



m Ai ut ^ 3iiPi 

a.3a 

Sidocendo a rotto le cjoontità i •— i ; i ^^^ ^^ 

niolriplicando i loro denominatori , e facendo per. 
brevit à b =1 , avremo più fieinpiiceoiente i 

m 
ma 

m 33 

V'X=a(l±=c '\^{ì^m)c fc (i~w)(i_2m]c ... 

a" 2. 3 *' 

n 

. . .i=(l— r»)(l — 2/?i) , . ., (1 — m{n — i)c ) 

2.3 n 

prendendo nel termine generale il segno -H- ae il 
numero n è pari , ed il — «e » è dispari , allor- 
clìé per altro il secondo termine del binomio si 
prenda negativo* m . 

Si rifletta che facendo Xsìbui 4-^9 la quantità 
m sima 

a è la potensa m, prossimamente minore di X^ 

m tn 

e che facendo X=a •— 6^ è a la stessa potenza 
proFsiraamente maggiore di X. Adunque se Lu^or^ 
mola precedente si calcoli in ambedue i casi di 
^(^ i resultamenti col segno -^ saranno minori, 

17» 

a quelli col segno — saranno maggiori di y^X : on^ 
do H.i|la loro differenza più o meno grande si co- 
noscerà quanto ci siamo approssimati al vero va- 

m 
lore di \/X, 

Dehbasi per esempio estrarre la radice quinnm 
Aal numero 6. La quinta potenza^ prossimamiittt* 



mioort contenuta nei 6 e i , 4, la prostimam^nts 
maggiore è i ^ i- Ola per trovare limiti della ri* 
chiesta radice anehe pia Ticini fra loro , cioè fiao 

2.5 
alla seconda decimale , si cangi il 6 in 6. 10 ; 

e si 68 tragga la radice quinta dal nom. 6,0000000000/ 
il che puu farsi senaa grande dillicoltà con un me- 
todo analogo a qoeilo usato per T estrazione della 
radice quadra , e cuba , che qui accennerò snecin» 
tatnente. Uivise con virgola le cifre del numero a 
eia ] uè a cinque da destra a »• 

nisira si tolga dalle prime il nu- ^»4^ 

5 ^ 6, 00000,0000 • 

mero (1,4) == 5, 37834 > ed ac- 5, 3r^24 
caino all'avanzo 62176 si ab* £217600000 

bassiuo gli ultimi cinque zerL 

4 

f'Dipoi per 5 (i#4) ^^ divida il numero 621760» • 
ai troverà il quoto 3 , che sarà la seconda eifra 
decimale richiesta. Infatti formando la quinta po^ 
èenza di 1^4^ ottengo 5,9797108943 numero mi| 

nore di 6, ed all'incontro (i^44) =6ti9l7364A24 
& maggiore. Fresa la differenza o, 020289 10Ò7 del 
minore 9 e P eccesso o, 1917364224 del maggio* 
re sul numero 6^ potrò iormare le due seguenti 
jaquazioni ; 1 

5 T" 

y'6 = i,43(i-H o* 0202891 o5f ) 



S 



? 
V^6=:i,44(i—- e^ 1 917364224 ) 

6^ 191736^224 

18 



\ 
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Parragonando aditsso le (fuaDtità letterali della 
formolm di sopra coi numeri coi r]8|K>ndeoii deell' 
esempio proposto 9 »arà mx=5 9 ^ —^^ 9 k^ ^=* 
202891 o3r =0, 0006786; ovvero (preso 

3X097971089^3 

il secondo lermiDe del binomio col seguo— ) sarà 
gr=i,4 j ^= i9i73 64224.= ^o ,006193; e perciò; 

4X6i9i73bitj224 
5 2 3 

V'6=if43(i ,0006786-2(0, 0*06786) v-6(e,coo6786) 

4 

—21(0,0006786) •♦- ec. ) 

5 2 3 

V'6==i,44(^»9938o7— 2(0,006193) —6(0,0061 93) 

4 

«—21(0,006193) — ec. ) 

Calcolati i termini della prima serie trovo; 

A 

V6 =s 1,43X1*00067768 = 1,4309690824. 

Calcolati i termiui della seconda sene trovo con 
poca differenza ; 

5 

-1/6 =i44Xc^937288=: 1,430969472. 

Siccome il calcolo di queste sene è assai prolia* 
so , ed* altronde alloreliè b è molto piccolo in con- 
fronto di a bastano pochi termini di quelle per una 
rapida approssimazione alla radice richiesta, si è 
immaginata \jà formala seguente, che abbrevia no* 

m m 

tabilmente il calcolo. Suppongo 41 -h> =(414-^) ^ 
e che sia ^ una frazione cosi piccola da poterne 
trascurare il valore al di là della seconda potenza. 

i7> US m-1 2 VTS'S 

Avremo eosì; a -f-6=a -Hm^a; -H-wjg-^l 9 • 

4 



JE quindi^ ^=3 b 



Se prcndesci qz=s b avrai uaa prima approssirraT 

ma 
zione al valore di q. Per averne una seconda più 
esatta, che ciiiamo 4^'', pongo il valore di ^' invece di f 
nel denuminaiore dell'equazione precedente ed ottengo 



9^'== b 




206 


jn«l 


in 


w(a -h-(n» — 1)*) 




aina4-*(m— •l)i 


2i7»a 






Peraiò in generale 






m m 






V(tf Ab) =3a±=9''=3a(ifc 




2( ") 



HI 

2jna ±= ( HI— i)i 
Forinola assai coramoda a calcolarsi 3 e che può fa- 
cilmente estendersi alla potenza terza 9 quarta ee. 
di q quando occorra. 

Applicando questa /ormola all' esempio preceden'- 
te per la radice quinta di 6» sarà m=:^ù ^ a=i ; 
• 5 

43, a =5, 9797108943 i=o 5 0202891057. sarà 
quiucli ; 

^=1 , 43 ( H- 405782X 14 )=:i,43Xl a 

598782653558 

ooo67768=:i, 48096908^4, come si era già tro^^ 
vato* 

li 5. Nella risoluzione delle equazioni di terio 

grado è eccorso pel éoso irridiàcibiU di estrarre la 

radice cuba dai binomio Pfey" — ^ ('06) , ed d sta-» 

tie preso un metodo particolare non troppo rigor»: 



tT^ pEtiraivf 

fo. Adesso si può dimostrare esaftaroente la stessa 
•strazioDe per qualunque grado, (lò dipeade evidente* 
mente dallo sTÌlnppamento in serie deiln espressione 

fft m 

(a-i^b^^ l)^ {a-h^^ 1 ) q ual unque sia responco te m. 

Si osservi a tale uopo che chiamando i un nu- 
mero qualunque della serie o^ \ ^ ^, Z , ^ t^s 
avremo in generale/ 

4Ì-4— 2 i^i-^i 

(v^-i) =-1, w^i) z=>-^-i 

E perchè dopo i numeri o, 1^2,3, m cui i — e 
non esiste nicun numero , che diviso per 4 "^° ^^ 
uno degli avanzi o, i, 2, 3, queste quattro for- 
mole contengono tutti i resultamenti posfeibilì di 
tette le potenze intiere , e positive di \/^^i* 
Previa questa osservazione si cangi per maggio- 

m m m 

re semplicità (a-Hiy' — 1) in a ( 14~* \/ — i) , 

191 0s m a ^ 

(11 — by/ — 3) in a (i— *\/— i; , e si chiamano 

(3) (ó) ~ 

(? , C ec* i coefficienti oumeriei dei termini suc- 
cessivi dopo il secondo nello sviluppamento del bi- 
nomio potenziato. Avremo ; 
m m m (2)2 (3)3 

a a 2 3 

(4)4 (5) 5 (6) 6 

a « a 

w m m (2) 3 (3)3 

« (l— V— l)=o (l—mJV'— 1— C.^-'-^^lv'-l 
a "'a a _3 



/ 



(4) 4 (5) 5 (6) 6 ^^ 



Nelle eene del secondo membro di qatite eqa«- 
zioni si faccia; 

'» (2) 3 (4) 4 (6) 6 

=a (i— Ci +.«_* — C A «e. ) 

"» (3)3 {^S)5 

£=^=a (mh — e b ^ C f, ec: ) 

Ed avremo più «eroplicemente j (a+-A^— l) =;^ 

j» 
W— l , (a— 4v^_i) s-^_5^^ e,j io ^„^, 

guenza (a4-*v^-Hl) -h («—Jv^—i) =-2^ quan* 

tità r«oAr,(a^-4v^— ,) — (a— 4v^— l) =2^—1 
quantità immaginaria. 

Ma per rendere più convergeute lo «vilappamen- 
to della quantità, 

(a^-ftv^— i)t (o_j^_,^ 8i osservi che; (o-h*) 

/ (2) a (3)3 '' 

==» (i-Hw«H-C & H-C & ^ec ) 

A' 3 3 

, .f .^} . (^)2 (3)3 

a a 

*** I» I» (2) 22 

Onde «ara; (a-HÌ) ^^(a— 4) a« aa (14-C h 






(4) 4 (6) 6 

J ^^ C i 4- ce. ) 

a^ a 

m m fn (3) 3 (5) 5 

(a-Hi) — (tf— t) =2 aa {mb 4-C * -f- C * -f- ec*) 



Sommando lo serie dtllo (svilappa meato di 
in tn 

{a-^^-by/ — i) 4- («— i\/— l) coir altra serie delle 

ut m 

sviluppamento di (a4-A)-H-(^ — ^') «i ottiene; 

m 771 m (4) 4 8 8 

(i2) 13 mi» 

-H e A 4- ec. ) —(«4-4) — (fl— &) 

1-2 
a 

Sottraendo dalla prima la seconda serie risolta ; 

(a4^^_l) a-(a-iv^_i) =(fl-K»)H-(a— 4)~.4a 

(2)2 (6)6 (10)10 
{C b ^^C b -Jh^C b 4-«c. ) 

2 6 ^lO 

Le due serie del sfondo membro di queste equa- 
zioni hanno, come vedesi, un andamento molto più 
rapido della precedente A, e perciò il calcolo di 
qu<^lle resterà molto più spedito del calcolo di que« 
sta. Se poi 1* esponente m è frazionario, e piccio- 
lissima Ja frazione &, l'approssimazione della radi- 

sima a 

ce w». si avri con pochi termini , e dalla differeo- 
mi dei resultati dall'una, e dclf altra serie, che 



dovrebbero esaere idemiei , si coDoseerà il grado di 
approssimazione^ a cui saremo giunti, 

\ m m 

Se prendasi la dilFerensa (a-HJv' -l) - (a-*^-i) ^ 

e vi si aggiunga, o se ne tolga lo sviiuppamento 

m m 

Ài {a^b) — > («—*&) , risuUeranno le due equazio* 
dì qui appresso molto più commode al calcolo del- 
la serie B 

77» m m (5) 5 

( g-f^V-^l) — (g— fty/^l) =!4a (y/»A -H C & 

(9) 9 ITI w» 

+-C ^ ec.) — (a-HÌ) +-(«—*) 

a» 

m m m (3) 3 (7)7 

^ a « 

(il) 11 m m 

-hC J;_ ec. ) -H (a-H*) — («4-*) 

li 

a 

116. La formola del binomio potenziato]! allor- 
ché l'esponente m è numero intiero, e positivo,^ 
somministra ancora il mezzo di risolvere molte equa- 
zioni di qualunque grado col metodo già usato per 
le equazioni di terzo grado (lo3). Infatti nel caso 
di m intiero e positivo la formota ha eguali i ooef- 
iìf lenti dei termini esfremi , ed ha parimente egua- 
li i successivi «oefficienti numerici di tutti i ter'* 
mmi egualmente distanti dagli estremi. Che però 
posto X =;(«-Hfr)^ e riunendo in un solo termine 
quelli , che nello sviluppamento hanno lo stesso *coef^ 
Àcìente 9 resulterà ; i 



« =sa 4-A 'f->iiMi&(a -v-^ )-4-'mm — 1 a h 
(a -H 6 ) -f- ec. 



Pongm«i per brevità a -4-4 =3 2* » nbsssÀ , e la pre- 
cedente eqoaBÌone diverrà; 

d? =:r-4-wt-i< (« -f-A ) 4-in.ifi»~l -rf (a -H* ) 

.^-ift.i»^»1 Jf»— 2^ (a H-ft ) 4- eoi 

iX^ 

Ha dalla ftéssa formola del binomio cangiata come 

sopra liiolta ; 

ifi^a m'% j»*2 a TO-4 ''»"4 

m/i(a -f-a ^zssmAm •^mm^^^A (a -h * ) 

3 m'6 m 6 
.— m ,if i*— i>»yn— 3 ^ (a -+-* ) — ec. 

Dunque «oitìluendo nella precedente ^quaaione quo* 

ito valore, e riducende i coefficienti dei termini 

omogenei 5 avremo; 

VI ifi-2 S 199-4 ''*~4 

m -s^T-^^mAx — ' ffMn — 3/< (a +-ft )- iy>.w-aiy9-^ 

3 i»9-6 .TO-6 2 3 

>rf(i9 -*-4 )•— ee. 
E* parimente evidente che ì 

t 179-4 "•'4 ^ '^4 

— m.OT— -3 yf (a -H> ) =3— m.TO— 3 jl ai 



2 

3 119-6 W9-6 

»9*»9 3 Ili— 4 '^ ( • -^* )-Hoc, 

2 



» I A ft é 1 B m A %Zx 

S sostituendo , e riduModo come sopra si ottevà ; 
m m'2 2 US 4 



a a. 3 

8 m-6 m-6 

u<(a4-ft )cc. 3 »»-6 1»-6 

Prosegaeado lo stesso calcolo rispetto ad A (a -v-^ ) 
ed ai termiai successivi si troverà l' equazione fi- 
nale; 



2 A. 3 

3 ii»*6 4 '^'^ 

^tf jp — - vt,m — &'ìn -^^.m^'^Y A x 4— ec. 

2.3.4 

Allorché m è numero dispari , 1* ultimo termine 
del secondo membro di questa equazione sarà : . 

2 2 

db: ut. m— 1 . m— *37yt-^S * ..^.A M^x-^mA jp 

222 



2« 3> 4* ' '"^"^ 

2 

Ed allorché m è numero /lorf lo stessè ultimo 
termine sarà; ^ ^ 

2 ^ 

^ :::f m. ut— »i. in-^2. m— 3 ^-«^ = =F 2.4 

2 2 2 ^ 

2* 3* 4« * • * * * ' ^^""^^^ ^ 

Avremo adunque nel primo caso di m dispari V 
equazione ordìnaia ; 

m m % 2 i»-4 ^ "*'^ 

# f^mAm -^m.m — 3 -/< js — ^otot^4 ^-^ A m •. 

2.3 



S nel caso di m pari, avremo; 

■^ • - — — — 

2 2#3 

m 
3 in 6 3 ^ 

^ jc •• ... ±=2 A — r=3o 

P6^^anto se una qualuii*{r»^ Proposta avrà la for- 
ma delle due. precedenti, e" chiaro che una della 

^n • ?»» 
ìqa radici «ara i»=a 4-^ , e 8ar^ T= a -4— ft , A'==u$hm 
Quindi collo etesso calcolo fatto par le equazioni 
di terzo grado (io3) «i dadurr.^; 

m 2 fn m 2 m 

m^V(Z;^(l -^ ))H-Vrr->/(r -^ ) ) 

Si prendano per eserciiio a risoWere le equazioni. 
5 3 

X — 6af 4-5» — 3=:o , io cui A:=^ l , 2*^=33 

642 » 

ar — 1 2a: 4- 36a? — 8 1 =2 o , in cui yf =2 , 2/f 
4-r=8i , e perciò T=65 

Si troverà nella prima essere una delia «u« rftdioi 
msms,^ e nCila aecooda «=3. 

GAP. Vili. 

Quamehà esponensiali , e Logaritmi 

117. La fatica del calcolo nella moltiplica» nella 
divisione y e molto più nella elevazione a pocensa, 
• nella astraziont di radice » allorché i oumeri nae 



assai grandi , ha fatto pensare i Mattematici a tro- 
vare un metodo di abbreviare tutte qn«*8te opera- 
zion Si presentarono ben tosto alia rimessione lo- 
ro le qnantità esponenziali , in cui quando la rne* 
desima quantità è afTelta da esponenti diversi , la 
moltiplica si eseguisce colla somma, la divjjiione 
colla sottrazione di tali ef»p<»nenri ( 5o, e dò ) ; 
siccome ancora la quantità esponenziale si eleva a 
qualunque potenza tn moltipiicaudo per m il suo 

sima 
esponente, e se ne estrae la radice m dividendo 
per m V esponente medesimo. (Sg) 

Quindi è elle, qualora un numero qualunque j^ 



X 



possa ridursi alla quanfieà esponenziale a composta 
di un numero fisso a , e di un esponente variabile 
a: ^ e siasi in conseguenza lormata una tavola, in 
cui si trovino calcolati gli esponenti :«?^ x\ x'ec. 
corrispondenti ai numeri y , y\y ec , tutte lepre- 
dette operazioni saranno notabilmente abbreviate. 

Abbiamo infatti j^yy= a ^ y z=za ^ y=za ^ 

m m 

yy =^a , e simili risultamenti evidenti: duntjue 

ae neila Tavola opportunamente preparata saranno 

notati i numeri corrispondenti ad a , «d a ec. 

il prodotto jryy\ il quoto y ec. si otterranno col- 

la massima prontezza , e faciliti. Di più le equa- 

z 
aioni esponenziali come e ==p , la di cui incognita 
è i'fispouente « , ^ che con le regole date finora 
sarebbero iasolubiJi^ riceveranno una facile soluzione 
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per messo della tavola medesima. Si trovi in qae<- 

•ta il nnmero e=sa , il namero d:=sa ; sostituendo !• 
quantità espomnziali in luogo dei numeri» sarà 

a =: a , e quindi z =s x\ 

a; 
Gli esponenti x, x' x^^ ec che applicati ad an 
nnmero fisso a lo rendono eguale a tutti i num«' 
ri possibili f , y^ y si ckiamaao i logaritmi dei 
numeri ì ed il numero fi9so a ( il di cui logaritmo 
è f unità perche il suo e^f ponente tacito et) di* 
cesi la base eielle tat^ole , oi^^ero del sistema dei lo ^ 
garitmi* Se x è logaritmo di ^, ciò si rappraseur 
ta scrivendo log^ y invece di x ,• ovvero più sem* 
plicemente, scrivsndo /. y. Questa ultima notazio- 
ne sarà quella che adopreremo in appresso. 

ll8. Qualunque sia il numero a preso per base^ 

o 1 2 3 
la serie delle sue potenze intiere^ epositii^e a ,a,a,a 
oc. darei i logaritmi dei numeri corrispondenti a que- 

-1 -2 -5 
ste potenze , e la sene deir intiere negatit^e a ,a ^a 
darà i logaritmi delle corrispondenti frazioni. Per- 
ciò i nnmeri, e le frazioni intermedie fra le sue* 
cessive potenze della base a avranno per logaritmo 
un esponente intermedio fra o^ ±= i ^ ±=2^=^?ec» 

o 1 
Prendiamo pqr esempio la base % : la serie 2 , a 

2 3 
2 » 2 ec. dà i numeri corrispondenti i ^ 2 » /^,Sec^ 
i di cui rispettivi logaritmi sono 0,1^2, 3. Co* 
-1-2-3 JL * * 

sì la serie 2 , 2 9 2 ec forma le frazioni 2,4»^ 
ec ^ i di cui respettivi logaritmi sono — 1,— 2,— l 
ec. In qnanto al numero 3 interposto fra 2 , e 4, 
ed i numeri 5, 6^ 7 interposti fra ^^ ^à 9^ il 



»i Al«ibba mHì 

primo avrà per logaritmo bn numero medio fra 
gli esponenti l , 2 ^ ed i logaritmi degli altri sa* 
ranno numeri intermedj fra gli esponenti 2 , 3. Lo 
ites5iO dicasi dei logaritmi delle frazioni inierm^* 
die fra 1 9 1 , )o fra ij 1 « Quindi è che può coq,- 

T 4" 48 

chiudersi in generale; 

1° Che i logaritmi sono composti di unnum^ro in* 
iiero chiamato la Caratteristica, e di una frazio^ 
ne espressa per lo più in sette cifre decimali, che 
dicesi la Mantissa* 

f2*. Che allorquando Im Mantissa è zero ^ il legar 
ritmo appartiene ad un numero ^ cheèpotenza esat'^ 
ta della base- o 

3* Che essendo a =^1 ^ qualunque sia la base a , 
(58) il logaritmo delt unità è sempre zero in tutti 
i sistemi dei logaritmi. 

E^ ben naturale , che essendo decimale la nostra 
Aritmetica » si debba prendere comunemente il nu« 
mero 10 per base; i logaritmi calcolati su questa 
base si chiamano logarittni ordinari. Riguardo ad 

01 2 3 

Qssi la serie lo, 10, lo, 10 ee fa vedere, che 
i logaritmi dei numeri compresi fra l, e 10 lian- 
no per caratteristica zero; quelli dei numeri com- 
presi fra 10, e 1 co hanno per caratteristica 1 ; quelli 
de nutnen compresi fra 3 00, è 1 000 hanno per carata- 
ier litica 2, e così di seguito. Dimodo che se siano n le 
cifre del proposto numero, la cara^/^rii^ica dulsuo 
logaritmm ordinario sarà n — 1. 

In quanto alle frazioni, che naturalmente bana- 
no i loro logaritmi ordinarj negatipi si usa trat- 
tarle coi logaritmi positivi mediante il seguente ar- 
tifizio. Allorché la frazione qualunque y vuol ridar- 

ci a decimale^ si moltiplica il numeratore y per 
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una potensa del io, che pongo in generale io j 
•i effettua la divisione jr^^o , e quindi si divide 

il ^Me^o per io • L'esponente x preodesi tanto 
maggiore quanto più grande e y rispetto ad ^ : e 
quanto più vorremo spingere T approssimazione dei 
decimmle ai vero valore di jr . Con la scerta di 

questo principio si cangia pel nostro oggetto la prò* 
posta frazione y ìf^ X-^o , e prendendone i Ioga- 
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y r 

ritmi ordinari avremo /( r-l© )='^-H^Ar— ^ ^^* 

sultameuto sempre positivo subito che può prender- 
si at a piacimento. Ter lo più si suol prendere 

a;=io, ma se fosse y>lo, ed ^ picciolissimo , 

fi 3 

si preiiderà «=510 , ovvero ^x^=^lo » ec. 
La quantità a:4- Ly — ly può caleolarsi in d«e ma- 
niere , cioìi ; Aggiungendo x alla caratteristica di 
i* y s e dipoi sottraendo /. j^'' da questa somma j ov- 
vero prendendo la differenza x — ly'^ e sommando- 
la con ly. In quest' ultimo modo che è il più usa- 
to , la differenza x-^^ly' dicesi il compUnunto arie* 
metico di l.y. 
Ottenuto nell'uno, o nell'altro modo il numero 

X'^ly'-^ly\ ess^ esprimerà il logaritmo di j^.io^ 
• perciò trovando nelle tavole il numero N cor-? 
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rispondente a questo logaritmo , «ara N il tUcimm- 



IO 



le a cui pu6 ridarsi la frazion e y^ Si rande per*- 

ciè manifesl'O che il numero x^^l y — ly'^ non esprit 
me veramente il logaritmo delia Irazione y ^ nia 

y 

può prendersi come tale, semprr che si intenda che 
il nuni<^ro N corrispondente a) /orammo x-4—/^-^/j<^ * 
conrieue le x cifre decimali a cui può ridursi la 
fraziene y 

7 . 

Per dilucidare con qualche esempio tutto questo 
discorso su i logaritmi delle frazioni, imprendo a 
calcolare /• 2. 

Il 
Nelle Tavole dei logaritmi ordinari troi^o; 

/£=c, 3oio3oo 

^5=0,477121^ 

1) siccome naturalmente L2=^L q, — / 3^ avremo 

ò 
A fine di verificare questo logaritmo negativo ceo*- 

-0,1760912 
viene che sussista l'equazione 10 t=z % ^ 

1 
cioè 1 =3 2 . Prendo adunque dalle Tavole 

^^c, 1750^121 

il numero corrispondente al logaritmo positit^o o , 
1760812 , e io trovo essere 1 3 ^^ ed infatti 1 =: 2 • 

Bla volendo dal Ugariimo il rotto 2 espresse iii 

5r 



ébcitnmli 9 come 9pmao torna antai commodo , e»a*> 
Terrebbe f«re la fastidiosa di^iaiooe di i , il che 

ii tfogge adoprande l'altro metodo dei logariimi 
positivi, come appresso* 

l^oogttsi ap CTS lOy e sarà ; lo-f-^-SssiesSciosoo 

j.3ss= 0,4771 21 31 

To ~"^ 

B iolttraendo resterà <(s.io)=39,82S9o88 

O sivvcro in altro modo. Prendasi lo-^/.3, cioè 
il c&mplememo aritmetico di IJÒ, che sarà 

9,5228788 
Si aggiunga /«ii=o,Scic3co 

IO 

Ed avremo come sopra l (3* i o)=9,8239o88 

Trovo adesso per mezzo delle Tavole che il numero 
eon ispondento ai logaritmo ^,8239088 è 666666 

10 
6666: divido qaesto numero per io , eioè ne se- 
paro «iteci cifre coHa virgola , ed ottengo o, é666 
666666, che è precisamente ii rotto decimale proa^ 
Simo a « • £* visibile pertanto ch^ il numero 9 , 

3 
82390S8 può esprimere il ìogaritmm dalla iirasione 
^ f c|ualora però si sottili ceuda che il numero 

corrispondente a questo logaritmo dee dividerai 

IO 

per 10 ; o pure in altri termini, se le dieci ai» 
fre del numero corrispondente si intendano essere 
altrettante decimali in cui può essere ridotta la pro«- 
posta frasion^ 2 • 

i 
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119 Allorché i logaritmi siano calcolati per una 
base qualunque e è facile ridurgli ad altri , che ab- 
biano una diversa base a. Sia infinti il numero ^ 
che abbib x per logaritmo colla bkse e \ e si di* 
ca a/ il logarnmó incognito dello stesso du« 
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mero colla base a. Avremo evidentemente a =3 e , 
e quindi x'la=zxle. Ma se e è la base ^ /•=:l(l7) 
e perciò 0;'=^» Adunque per ottenere 1* iucogni- 

La 
to logaritmo ed basterà moltiplicare il dato Ioga» 
ritmo X per la quantità costante 1 ; ed e ila quel 

la' 
logaritmo che trovasi calcolato colla base e rispet- 
to al numero a. Questa quantità costante 1 dice* 

ha 
sì modulo dei logaritmi. Qualora però si voglia il 
modulo espresso da un logaritmo calcolato per la 
base a basterà riflettere che in questo caso è 2«a=:l»c 
e perciò l e {^logqritmo del numero • nelle Tavole 
calcolate per la base a ) sarà il modulo ricercato. 
Sia per esempio il numero 81 3 il di cui ioga' 
ritmo ordinario è 139084^50, e vogliasi il Ioga- 
riL.iio X di questo istcsso numero prendendo per 

1 ,9084850 oA 

base il 3. Avrò primieramente io =: 3 ; 

e perchè l io=:i , sarà a?'= 1 39084850. Preso il 

IZ 
logaritmo ordinario di 3, sarà a?' =J[9o8^85o=s4J 

4 4771212,5 

ed inlatti 3 =: 8 1. Se poi si volesse il modulo 1 

espresso per un logaritmo calcolato con la base 3, 
avremmo /.3=^i , perciò a?'=si,9o8485oZ#io, « 

19 
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ti troverà nelle tavole calcolate con la base 3, la 
quanti tfl /.ic= 2, 09^9032 , da cui proviene coni9 
sopra a:'=4- 

120 Ma per trattare in tnt(a ]a sua e^teneiobe 
il metodo di formare le Tavole logaritnÀihe ^ che 
iìnqui «i sono supposte già cortlfuiie , conMeneri- 

•olvere generalmente l'equazione ^ = a in due 
aspetti , cioè ; Trovare y conoscendo x ^ e troi'are 
T conosceodo y\ o pure in ali ri termini; l>ato il 
logaritmo x trainare il numero corrisponderne y , e 
dato questo numero trovate il suo logaritmo x col- 
la data base a» Occupianoci del primo problema, 
che coni'iste n»^l dererminare il valore di y per mez- 
zo dell indeterminata x e della costante a nella 

X 

proposta yz=ra . x 

l'onendo a=n— ft Io sviluppo della potenza a se- 
condo la far mola dtl binomio dà (ili), 

2 3 

^= 1 -^ boi-^ x^x — 1 b H- jc.j? — i.lt — <ib 4-ec. 

a 2.3 

E poiché qui si vuole la serie del secondo mem- 
bro ordinata per le potenze di a:, è facile vedere 
che riunendo nello stesso termme i particolari coef- 

2 3 
fidenti di *, di a; , ;r ec, la serie richiesta avrà 
la forma seguente; .23 A 

y~ l-^yix^Bx 4-Ca: -\-Dx: -f- ec, 
nella quale i coefficienti A , B ^ C , D ec da de- 
terminarsi saranno tutti funzioni di * , cioè di a — l. 
Se in luogo di x si ponga a;-Hi > e facciasi in con- 

ieguenza ^'=:a , avremo ; 



'J 
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234 

Adun(]ue sottraendo da questa la preceUeute equa- 
zione , e dividendo per i y ?arà ; 2 
(1) y — y =5 y^ 4- ^(2aP4-«) 4- C(3x -h3*Ì-+-ì 

i 

^2 2 3 

-f-.Z)(4a? 4-60; f-+-4^' •*"' )-Hec. 

Ma d' altronde ^'— ^=ra —a =3 a (a -+-l) ; e 

i i 

posto (n-6) in luogo di a , e sviluppando il 
binomio, airemo; 

« 2 3 

(2) ^^_y — a {b^i^^b -4-( i— 1 )(i— 2) » 

« 2 2 3 

4 

^(/ _i)(i_2)(/_3) b 4- ec. ) 

2 .3.4 
Le equazioni (l) 5 (2) debbono sussistere qualun* 
que sia il valore di 1 , e perciò anche quando 1=03 
ed in conseguenza y=y- In questo caso le serie 
dei secondi membri formeranno la nuova equazione; 
4P '2 3 4 2 3 

a (b- b H--J - * -Hec ) =:/^H-2-B«H-3Cjc 4-,4i)jp-f-cc 

234 2 S 4 

Facendo h=:b'-^ b-\-b — b ec. , e sostituendo «d 

» "234" 

« .^j^'^la serie da cui ci siamo partiti, sarà» 

2 3 2 

A(l-^-y/»4-5a: H-Ca? -+- ec, ) = -i -H 2 J>* 4-3C«! 

3 
-f-4^'^ 4— ec. 
Ora non essendovi qui altra quantità indeurminatm 



602 Fmllicirf 

che la 07, doq può sufisistere questa equazione «e 
pariialnienf« oon si eguagiiauo tutti i termini in 
cui X è elevata alla medesima potenza. Avremo 

2 3 

pertanto A^=h ^ BszzAh^rrh , Cs^Bh=^h 

4 2 2 3 2*3 

/)=: eh ZZA h ec. 

^ 2.3*4 

X 2 2 a 2 4 4 

Quindi è che; j-'srsa =3i-HAa?-f-A x-+-A a? 4- A x 4-ec 

2 2 3 2 3.4* 

Per determinare nel modo il piò semplice le quan- 
tità h^ suppongo che esista una base e tale 9 che 

h 
sia e =tf, e quindi deduco hznla^ logaritmo cal- 
colato per la base e per ora incognita. Adunque T 

X 

equazione ^==a risoluta nei suoi più precisi termi- 

223344 
ni sarà; ^^=21 -^xl ^ •Ha: (Ab) 4- x (tèa) 4- a? {la ) - Hec, 

2 :2.3 2.3 4 

Determiniamo adesso il valore della base e ; per- 
lochè pongasi e in luogo di a nella precedente equa 
sionci • Essa diverrà ; 

X 234 

e=sl-H^4-a: 4- ar 4— « 4- ec. 

2 2.3 2 3.4* 

E fatto «=51 5 sarà ; e=:24--J4- l 4- 1 4- ec. 

2 2.3 2.3«4f 
2) 7^^^^^^ arrestandosi alla settima decimale y 
Questa base che si offre natnralmente nella risolu- 
zione del proposto problema serve a quei logaritmi^ 
che si chiamano naturali , ed anche iperbolici , pet' 
che sono rappresentati per mezzo dell' area dell' 
iperbole equilatera fra gli asintoti. 
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Bammentandosì di ciò che poco innanzi abbiama 
detto del modulo dei logaritmi , la sua espreisiono 
generale i ( in cni L a è calcolato colla base e di- 

versa da a ) può cangiarsi per la massima sempli- 
cità in 1 =s:i, Tale è il modulo adottato pe' loga^ 

L e. 
ri tmi naturali , cioè V unità. Volendo altresì il ma^ 
dulo pei logaritmi ordinari riprendo l'equazione^ 

a 34'' 

hz=:la=s a*^l-H( g — l) -^a — l) -^^iji^l) -H ©e* 

2 a ^ "4 

234 
e fatto ii=:io 5 avremo ; /. 10=9— 94-9 — 9 -H-oc. 

a ^ ~ 
Ma essemlo questa serie molto dispergente si ado« 
pra il seguente artifizio per renderla convergente. 
FiiccJasi 10= 1-4—0? \ sarà 3 =^ 9 , e quindi ; 

io =2 14- 9 1— 18? 11 

llr 

11 

Prendendo i logaritmi di questa nltiroa equazione 
si ottiene; /.lo=i(n-9j[^— /.(l=»9^ 

11 11 

llisolvendo /.(i-f-g) ed Z.(i-**9) nel modo istes* 

11 11 

a 
00 della serie l.a=ui^-^i >*^( a.~i) 4-< ec« avremoi; 

3 6 7 a 
/.io=s2(9-H9 4-9 -H 9 4- ec.)s=:3, 3oa585 1 $ 
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o uie sarii il logaritmo naturale del numero io , 
da cai si rirava il modulo dei Logaritmi ordinari 
j^ r= o , 4342945. 

/.IO 

Adunque per passare dai logaritmi naturali agli 
ordinari conviene mo tiplicare i primi pel modulo 
e, 4^4''^94^' ^^ al contrario per passare dagli or^ 
dinari ai naturali conviene moltiplicare i primi per 
«, 3o2585i , o sivvero ( il che ricorna lo ates&o ) 
dividere i primi pero, 454'^9 i-^» 

Il secondo Problema , cioè ; Dato un numero y 
i roteare il suo logaritmo x colla data base a , ri- 
ceve una facile soluzione dalla cose spiegate qui 
sopra riguardo al pi imo. 
Presa infatti la base e dei logaritmi naturali potrà 



a?' a? 



supporsr y=^e , ed insieme y==ui . La prima di 

A 
queste equazioni confrontata colla superiore e =:a, 

234 
darà x'=:lf=:y^i^ (y—^ ) -<-( y— Q — (f—^) H- ec, 

3 3^ 

la qual serie esprime il logaritmo naturale di y* 

X 

La seconda equazione y^=a dà x^=^Uy ^ e poncn- 

l.a 
do la precedente serie in luogo di /.jr , avremo ge- 
neralmente y Q, 34 
x= \Jy—i^(y—2) 4-(y— —0^0 -+- ec ) 
l^a 234 

La quale equazione ci dice che il logaritmo di y 
per la base qualunque a risnlta dal prodotto del 
modulo » pel logaritmo naturale delio i>l€^su «u- 
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mero f ; Cv*ime già si poteva iniftiediaUmente de- 
durre dall' uirima conclusione esposta «ul passaggio 
dai logaritmi naturali agli Ordinarj. 
La serie che esprime il valore di x\ cioè di Uy 
ha il «iifetto di essere dit^ergence a misura che sa- 
rà ^>l. Non mancano metodi per renderla più o 
meno corwergeme ^ e «piesti si trovano ampiamente 
spiegati n'alio istruzioni pratiche , che i buoni Au- 
tori sogliono premettere alle loro Taif de logarit- 
miche^ che già si suppongono tra le mani degli 
studiosi to'^tochè si applicano all'esposta Teorica 
dei logarittni^ Nelle mentovate istruzioni si posso* 
no inoltre apprendere molte altre cose , che qui 
per bievitì si tralasciano , necessarie peli' uso , o 
pel man^oroio delle Tassale medesime* 

1-2 1. Sj osservò in principio (117) che le equa- 
zioni esponenziali sarebbero insolubili senza il soi> 
orso dei logaritmi , dà (juali ricev^ono una facile 
soluzione, (Questa si estenda; ancora a moki proble- 
iiii , fra i quali i più cojuuni sono quelli che ri- 
guardano il danaro dato ( come dicono ) sfrutto 
composto , C10Ì3 quando il frutto semplice annuale si 
cinnula col capitale fruttifero. Prendiamo a risolve- 
re due Prohltìini di tal fa'ta. 

Friiljleiiia VJ Tizio dà scudi 35oo al /rutto com" 
posto del 5 per cento, ed anno, e non vuol riti^ 
rare alcuna somma finchò il Capitale non sia tri- 
piir.ito. Si domanda dopo quaiiti anni avverrà la sua 
riscossione* 

Sia t il numero desili anni necessari acciò il Ca- 
pitale di scudi 35oo , ohe chiamo a divenga Za. 
Il Capitale a al termine del primo anno unito al 
fruito del 5 p'^r 100 diviene a^a^ ovvero aia.- 
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ni fioe del fecondo aono questa somma 2ia uoita 

al suo frutto aia diverrà 0(21), e così di segDitQ 



2 2 

20 t 20 



per anni t diverrà a (21) • Avremo adunque Tequa- 

t 

f 20 t 

»ionc flC^i)=3a, ovvero (ai) =3 3, 

t t 

20 20 

Presi i toguritmi sarà ^(2.^1— ^/•2o)=r/.3> e quindi 

t=: 2*3 =477^^^'^ > ^ presi nuovamente i la- 

1.21 — ^2.20 211894 

gariimi si troverà / /=3i, 3535 120, d'onde risulta 

^=s= 22, 569. 

£* da riflettersi però che il tempo corrispondente 
all^ frazione o» 569 non può essere esatto secon- 
do la conjune maniera di intendere il contratto del 
/rutto composto. Infatti si giunge all' equazione 

e t — 1 

0(21) :=:3a intendendo cheli capitale a(2i) dell' 

t ^-# 

20 2C 

anno precedente frutti per l'intiero anno successi- 

^■1 ^-i 

VO9 a perciò vi si aggiunge m (ii) , cioè a eii 

20 ^ ^-l ì 

20 20 

Proseguendo il calcolo in questo modo è evideuto 

che i dovrà esser sempre un numero iiitiero; che 

se vogliasi calcolare il/rutto di una frazione x dell' 

anno dopo un numero intiero t di anni precedenti, 

allora al capitale a (2t) si dovrà aggiungere flx(2i) , 

24) SO " r 

2© 
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^ quindi l'equazioae del problema divenlerà in «fue- 



sto caso fl^2j) (l-f^)=3a, e non già a(2i) = 3a, 

come suppone il re^nUamento ottenuto 32,569. Tìn 
tutto ciò si dee conchiudere j die per retijiioaro 
questo risultamento conviene porre il numero i;i' 

e 
tiero 22 invece di t nella equazione rettificata (^1) 

Io' 
(n-;r)aBa3 3 e da questa dedurre la vera fra/iiono 

20 
jr=K), 510988, cioè mesi 6, e giorni 4 io circa. 
Di modoche per triplicare il capUale di scudi 35oo 
al /rutto comporto del 5 per loo vi occorre il tem- 
po di Anni 22, mesi 6, e ginrni 4 prossimamente. 

Problema 2^* Un pupillo ha una rendita annua 
di scudi 5oa ; vive con 3oo , ed i residui scudi 
aoo gid impiega ogni anno tt! frutto composto del 
5 per 100 finché il suo capitale non ammonti a scu- 
di 10000, Quanti anni dovrà durare questo impiego? 

Facendo 200=:^a , e chiamanrlo t il tempo che 
occorre per (a soluzione del problema abbiamo pre- 
cedentemente veduta che a quasto frutto il capita- 

t 
l^ a diventa a(2i). La stessa somma a impiegata 

20 
al (ine del primo Aniio fruttando un anno dimeno 

diverrà ^(21) , ed argomentando similmente per e ìò 

ao 
che diviene la somma a impiegata successivamente nel 
terzo anno nel quarto ec^ n» risulterà X equazione; 
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20 2C 20 30 

£ tolto il comune moltiplica^ore a , resta ; 

(^)'^(2^ -+-(2^) .•.•4-21=3 50 
:iO ^o 30 20 

La s*»rie, che for la il primo membro è tale, che 
moltiplicaado per 21 tutti i teruiini meno il primo, 

2(0 

SI hanno precisamente tutti i termini meno V ulti- 
mo. A«lun«|ue poiché 5o è la somma di tutti i ter- 
mini della serie , resulta V equazione ; 

£i^(5o— f^)) — 5o— .21 , e quindi (21) ='?! 
^^20 ao 20 iio 

ìrresi i logaritmi di questa ultima, si avrà; 
^ = ^^^71 — ^^21 = 5290390 = 24 , 96 in circa. 

L'i\ — /.20 "211093 

Considerando poi che la frazione o, 96 non può 

essere esatra per le cose dette nel precedente pro- 

I)lf*ma , si ponga il numero intiero 2/4 inx'ece di e , 

ed s -t— 21 invece di 71 nell'equazione originaria 

^4-1 25 

(^) =^ 7» » e ne dedurremo 5= 20(9 1 ) — 2 1=46 
20 20 Jo" 

7271^ Adunque il capitale a, impiegato secondo le 
condizioni del Problema per 24 anni intieri mon- 
terebbe alla somma di 46,7271 a. Per calcolare in 

mo 
seguito qual frazione x del successivo anno 26 . è 
necessaria p'^rchè 46,7271^ colf aumento di scudi 
<», e col frutto del 5 per 100 g:iu»^ga a 5oa , ai 
facria come sopra; (4796271) (n-.r ) =:5o, e tro- 
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vcromo jj=o^ 95246, cioè Mesi il , e giorni i3 
circa. Dimodoché ia somma annua di scudi 2CO. 
impiegata a forma del Problema diverrà scudi looco 
dopo Anni 24 > Me^ji il ^ e giorni i3. prossima- 
mente. 

CAP. IX, 

Alcuni Teoremi, e Problemi Aritmetici 

122. Teorema l™o. Se /t^è numero assolutamente 
primo , e non sùbmultiplo della somma dei numeri 

P 

fl4-64-c+-ec, la differenza dei numeri (fl-+-i-i— e ec) 

d p p 
— (a -H ^ -t-c 4-ec. ) sarà multipla di p . 

Infatti questa difTerenz^a è (lH» 'I2); pa 

/?-2 2 

(Z?-Hc-Hec ) -4— /ip— 1 a (fr-t- c-f-ec.) -^-p-p — l.p — '2 

2 2. Ò 

7^-3 3 

€1 (^ — c4-ec.) -+- ec, in cai tutti i termini sono 
moltiplicati per /? , e niuno dei divisori 2,3,4 ^^' 
sarà sùbmultiplo diilio stesso p , che per iìf>otesi è 
numero primo. Adunque la proposta dilTerenza è 
multipla di p. TI che ec. 

123. Si deduce dal presen^Q IVorcinii , che se 
tutti i numeri a ,b , e , d, ec. sono eguali ali" uni- 
tà,' e sia la loro somma i-f— i-i- t-V-H— ec =:A 

P 
numero primo con p, avremo la di.Tljrciza A — A 

multipla di p^ e sarà in conseji^ii^nza A — 1 un 
numero multiplo di p, Questo teortjina che è un 
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caso particolare del precedeate ci 4ar& molto utile 
per le dimostrazioni che aegooco. p—i 

Si osservi che posto ^=2 i^/i-Hi 9 abbiamo A — l 
n n 

=:(/< -fr-i)(y< —1). Adunque uno dei due fattori 

n n 

A -HI f A ^-1 deve essere multiplo di p. 

124* Teor. Q,^^. Essendo p numero primo, e noa 
BubmuUiplo dei Muneri cogniti 7 9 r 3 il trinomio 

2 2 

« -t-^j^ -Hr può sempre dsterminarsi rapporto ad 
X, y iu modo, che sia multiplo di p<> 

Possono occorrere generalmente due casi, -v^ 
2 
Che y sia determinabile in modo da rendere 

2 
yj^ 4-r=:/;i ( posto i un numero intiero qualunque) 

2 

2d<>. Che ^ non sia determiuabilf* con questa con- 
dizione. 2 2 
Nel primo ca.«o fatto x^=smp , il trinomio x-^qy -Hr 
diviene tosto multiplo di p' 2 
Nel 2<'o. Caso facciasi 2a-Hl =/'* y^-»— r=±=/^. 
e per maggiore semplicità prendasi —^5 poiché 
il calcolo riuscirebbe lo stesso nel caso di -H*f^. 

2 
Così il proposto tripomio diventa x *— ^, da cui 
si deduce; 

2a a 2a-2 2a-4 ^ 2a-6 a-1 

a? — ^ = jc -H /^a: +- ^ ji? . 4 . . . +.;p^ 

Posto P eguale al secondo membro di questa equa^ 
lìone, avremo; 

a 2a a 2a a 

>P (« rr^^* -ìf: = * -1 K^ —1) 
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n 
Sia Q=i/^ 4-1 5 e moltiplicando per Q h preco- 
deote si otterrà ; 

2 2a sa ;9-l 

PQ(^ — r)=Q(a? _i) — (^ _l) = Q(a:— I) 

p-1 
-.(^ — 1 ) ;^ 1 p-l 

Ma pel teorema precedente (i 23) abbiamo a: — i , ^ 
— -1 multipli di ^, perchè ^ è per ipotesi pri^ 
mo con p ^ ed ce può prendersi egiialB ad ano dei 
numeri 1,2^ 3 • • • pr^x tutti primi con p.Quin" 
di è che qualora sia possibile determinare t^ Q 

2 

primi con /^^ la quantità a? — ^, che è il propo- 
sto trinomio, dovrà essere necessariamente multi' 
pia di p , come si richieda. 

Per sodisfare alla condizione di rendere P prir 
mo con p considero che nella equazione 

2«-2 2a-4 2 ^^'6 a-i 

X 4- P^X -Ar* y X . . . . J^y i— -Perso (l) 

i valori della x di primo grado , ed in numeri in- 
ti^^ri non possono esser piìi che 2a — 2=-^— -3 5 qua- 
Inrufue sieno le quantità V P. Perciò nell' ipotesi 
di Pz=:pi vi saranno almeno due numeri nella se- 
rie 1 5 2, 3 . • . . p-^l non atti a risolvere 1' 
(•(inazione (l) , e questi saranno appunto due va* 
lorL di X risolventi la stessa equazione eoo P non 
multiplo di ^ , cioè diverso da pi. 

Rispetto a Q da rendersi primo con p considero 
r equazione seguente ; 

a Ha 2 a 2 a^i 

a 
-+-r -4-1 (2) a 

Fafto in questa y=^o^ resta Q=t 4-1. Per lo che 
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a 

se r^^i non è miUiipl^ di p, conforme può es- 

a 
Fé rio (i 32. Ossero ),potra prendersi /^=r; Q=r h— i, 
«judiilità ambedue prime cwi /?. 

a 
Ma qualora r h— 1 sia multiplo ài p ^ 8upjX)ngo 

a 
tale ancora Q , ed in conseguenza r-^i ^-^Qzzizpi, 
Kiduco a zero T equazione (2), e dividendola por 
y fattore comune dt5i prtcodeuti , ed inconseguen- 
za anche dell' ultimo ter;r?ine pi (99) 9 osservo ciie 
devq e«8ere i z=ii' oumeio intiere j e T equazione 



9 



irresea con Q multiplo di^ p diverrà ; 
a '2a-Q, a 1 2^-4 ^"^. 

9 J^ -V— ^rq y . . . , -^^aqr ■^pi^=^o 
Anche in questa, corno nell' equ.i^iione (1) i valo- 
ri j intieri «' di primo grado atti a risolverla non 
jius^ono essere più che 2a — 2=/?— 3. Laonde pre- 
si i non risolventi due valori 5 ainhedue risolveranno 
la ]»rec«dente con (^ non n^uhiplo di p^ come si 
vuole per la compieta dimosti azione del I^eorema. 

125. Teor. Z^ . 11 prodotto di un qualunque 
numero A\ fattori ^ ciascuno dei quali sia Ja som-' 
ma di quattro quadrati, forma s<empre la somma 
di quattro c|nadrati. 2 2 2 2 

Sieno primiera mente i due fattori {a -(— ft -t— e -H-if ) 

2 2 2 2 

(a' 4-^' -f-c' 4-^' ). Scrivo il prodotto in quattro co- 
lonne ponendo in cia.^cuna ([uattro quadraci forma- 
ti da lettere diverse, cioè; 
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21 23 22 2£ 

« «' « 6' « £/ a a 

22 22 22 22 

* *' a' b a! e a' d 

2 2 22 22 22 

(l) C c' (2) C Jl (3) h à (4) e' * 

22 22 22 22 
à d' ed y d Ve 

Considerando adesso 1p radici dei quadrati di cia- 
scuna colonna, è ben facile comprendere che; 

2 

— ^aa'dd' — Q.bb'cc^ 

— abb'dd' — ucc'dd' 
2 

-H *2adb'c' 4- ^bca^d' 

— Q.bda'c H- ^cddj 

2 • 

4— ^abc d! -*— ^caaV 

-^ Q.bca' (f •\-^ Q.bb' dd' 
2 

-f- iiacb'd' H- Q.bda'c' 

— ^cda'b'-^^bb'cc^ 

E sommando (I)^-C2)4-(3)^-(4) avremo il prodot- 
to dei due proposti /«/^ori eguale ai quattro qua- 
druti. ^ 

2 

^{ab'^a'b^cd'—c'd) 

(5) H-(flc'~fl'cH~i'rf_*rf') 

2 
-h-(ai/ — a!d^bc — bc) 
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2 2 2 3 

li. dicati questi quadrati con a'' +- *" -4- e'' 4— d'' , 
è eviciente cliC niokipiicaadoii per altro simile fai' 

f2 i2 2 2 

tote fl'' -H ft'" -I- e'" -V- li " il prodotto sarà della 

a 2 2 2 

forma d' "' 4- fr""j4- c'^'V d'" Dimodoché così prose- 
gueado con qualsivoglia numero à\f attori simili, 
il prodottoiinalc manterrà sempre la stessa forma, 
cioè la somma di quattro quadrati. Il ehe ec 

E da osservarsi die se uno, o più fattori com- 
prendano meno di quattro quadrati il prodotto ri- 
marrà seinpre di quattro quadrati. Infatti ponendo 
per egempio e éH eguali ambedue a zero , i qualLro 
quadrati (5) diventano 

2 2 2 '2 

126, Teor, 4t^. (^uaiu.ujne numero intiero , e /po- 
sitivo o è un (juadraio^ o «ivvero la somina di ilue, 
di tre^^o di quaUro quadrati al più- 

Sieno a, é« e, li ec, ì fattori primi di un qua- 

oc y z u 
lunque numero N intiero, sarà N:=r^a b c.d ec. 
Pertanto qualora si di:nosf:ii il presente Teorema 
per qualun jue numero primo , av'rerno pel Teor. 

X y z tt 
precedente il prodotto a ,b . e .d ec. ed in oonse- 
giienza qualunque numeiHì JV, eguale alla somma 
di c|uattro quadrati al più. 

Sia adujque/E? un c{ualunque numero primo. Estrat- 
ta da p la radice qnadra a, e dall'avanzo, «e vi 
è , la radice * pu«» restaro un ultimo avanzo r 
quadrato, o uon qnad^i^o. Tn caso clic r non bia 
quadrato si prenda retjnazione in quautiLù note 

2 A- 



A norma del Teor. ad», potromo Minpro detenni* 
ou4*e r filtra ec|uasioQe ^ ^ 

a ^ 2 n 

Adunque sommaoclo gara (i) ^-|-f -|-f 4-rf— W 
in cui y?';si+-a numero intiero positivo* 

9 9 9» 
L^^eodo ;>' submuldplo del quadrinomio ii 4-^ H-c -h^^ 
aarà ancha ^ubmaUipla di yi/ la quantità 

9 2 9 a 

{a—xp') ^{b^^p^) ^{c^tp') ^{d^upT) 

Si determinino a?, j^,^, u in guisa che ninno di 
questi Ibinomj fia > i /?', a ai ponga 

9 '^ 9 a & 

(2) ppf'^a^xp') ^b^yp') H-(€>~«//) 4-(*-li/) 

Avremo p^jff[<jf ^ ovvero p'^<^ ambedue nnmeri 
intieri positìvL. 

Ma moltiplicando Te^nadone (i) per la (2) avre*^ 

mo il prodotto ppf pf' eguale alla aomma di quei- 

a 

tro quadrati^ ognuno trtbliiplo di p'^ come appari- 
fce dal Taor. 3*^. considerando ivi U fonn« d^ 

quadrati (5)« Perciò dividendo per p^ que9tQ prò* 
dotto resteri^ ancora pp^^ eguale alU aoniow di quat- 
tro quadrati al più. 

Qualora sia p'2>t si prosegua Io stesso calcolo 
con p'"<:p'\ poi eoo /r""< ^'" eo« finché non giuor 

(m) 
gasi ad un p sai ^ fispltamento che dee neoe^sarit) 

(m) 
mente avvenire^ perche p', p", p'\ « ^ . .p sMO no-: 
xMti intieri continuamente decrescenti t/ • |iO0ÌtÌTÌ 



\ 
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Avremo adunque in ultimo pp , vale a dire p, egu«« 

Io alla «omma di quattro quadrati al più. il cheec- 

Applichiamo al fatto il numero primo 317. Coli' 

•ttraiioae della radice quadra trovo senaa difficoltà, 

ir 4-5 H-3==»3ir 

Soppongo inoUre tr -^y -*3 = 3i7i 

£ ripigliando le notazioni del Tnor. 2^0. cio« 

«=3i58, ^==r~3,Q=(r— 3) ^i. calcolose 

i58 
fatto ^"=0 jresri Q=»3 -f-l non muliiplo di Si/. 

*i58 10 i5 8 

Invece di 3 prendo (3 ) X 3 3 ^ dividemlo 

10 8 
per ZìJ i numeri 3 , 3 ne deduco; 

i5 
Q=(i 87X31 74-87) (3 17X20-1-321)4-1 
So Q è multiplo di 317, dovrà ewerlò ancora il 
numero l5 3 

321X87 -f-l =33» (4984309207) 4-1 

Pongo 15733057X2174^138 in luogo di 498430 
9207 , e torpo a riflettere che se Q è multiplo di 

3 

317, deve esserlo pure il numero 33iXi38 4—1, 
=580803913, ed infatti è questo numero eguale 
a 317X1833189. 

Conchiudo pertanto che non può farsi y==^o per 
oM'iuere Q non multiplo di 3i7; e perciè prpào 
y:=rzA trovo cou UH calcolo apalogo al procedente 

i58 
Q=26 4-» non mùltiplo di 817. Inseguito risolva 

« 3 

J- equazione x 4-6=3171 prendendo por of uno 
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2 2 2 

Jei nrnneri l^ 2^ 3 • • « .316 , e per i uno dei 

2 
numeri 1, 2^ 3 ..-316. Trovo cosi 69 =15317 
Xii — 6> cioè jr=s59, i=sii. 

2 2 
Ripiglio adcMO l'eqaaz ioni 17-4-^5 -h3 =3i7 

2 2 
59 4^ 3 ^3 =rj 1 7X 1 1 
2222 
I! sommando ottengo(i)59 -4-17 -f-i* -v-* 3 ==3i7Xl3« 
8)ccome /Ì9# e 17 <ono ambedue maggiori |di 12 
faccio 2 2 2 2 2 

i2/>"=(59 — i«a?') -h(i7 — i2y) -H-5 -hS; 

e prendendo :c =5 , ^=1 ottengo , 

2 2 2 2 
(2) i2/'=(— 1) .h5 -h5 -H 3 ; e quindi ;^"=5 
Moltiplico l'equazione (i) per la (2) a norma 

2 
del Teorema 3^. , e dividendo il prodotto per 12, 
trovo 22 2 2 

(2) 28 -H26 -♦•IO -h5 =5 317X5 
Siccome 5 ^ 1 ^ e le radici 28, • — 26, -—10, 5 
( così date dal calcolo precedette •) fono tutte 
>- 5 astraendo dal segno » faccio 

"^2 2 2 

5/E^"=(28— 5a:^') ^-(— 26^-^/') h-(^io-h5*") 

2 

^3— Su") . 

E prendendo ap"=:65y=35, «"=22, «i"=si, ottengo; 

2 2 

(4) 5/''=:(— 2) -K~l) , e qoindi ;/"=ai- 
Moltiplico come sopra T equazione (3) per la (4)V 

2 
divide il prodotto per 5 , ed ottengo infine , 



3o$ P R t ff e I r ^ 

2 2» 

Si oceenri 1™^. Cbe ^ìmili problemi c^ipendeati 
da eqnasioni fn<fe^erK»/pf fa fli «ecocido grado a dua 
incognite deterinin^l>Ui in più inodi, pos'^ouo a\e- 
re diverse toliifiioni. Infatti colla tf^nc^a di «{nelle 
ef|aiizioni| che «ara esposta a spo liiugo, si trave- 

2 2 2 

rebbe non solo 317=216 -4—6 4-5 , ma ancora 

2 2 

ai7s=:l4 -Hll. 

2 2 2 

r=5l3 4- la 4- 2 

2 2 2 2 

= 14 4-9 4-6 4-2 

81 osservi oA^^ Che V applicare la diniostrazich 
fie del proposto Teorecna a decomporre in quadra- 
nti mi numero primo di fnolte cifre j e tanto più 
un numf«ro qualunque assai grande ^ e/^ige un cal- 
colo prolÌMO| laborioso, e quasi impruticabiie 11 
problema che segue suppone già dìniostrfilo questo 
teorema , e presenta un metodo facilissimo ia pra- 
tica per decomporre in tutti i modi possibili ne 
qualunque puniero in quadrati. 

127. Frobleyia ^»>. Pecom porre qualsivoglia na- 
Piero intiero 9 e positivo io quattro quadrati al pi ìj« 

Divido il dato pnnoiefo per 8, e chia fidando n 
Il quoto, lo riduco ad ima di queste forme; 8/s, 
8/t-Hfr , 8114-2 « 8n-f-7« ^ poiché qualsivo- 
glia numero può sempre ridursi alla somma dì quat- 
tro quadrati al pih (126) , i nuineri della forma 8it 

2 a 

potranno decomporsi nei auad rfit ^ iror^ ^2^;) 4-(2^) 

2 2 - 2222 

^{^) ^iP'^) ? n«i V^^ ff F? « W 4-g 4-u 



a 
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Così i n amari della forma 8/ì-hi potranno decorna 
porsi in on qaadratd disparti ed nno> dae^ 4» ai 

d 3 a 
ipiù tre quadrati /^£irf nei qdàU h i x(jg->-l)-Hy -Hs -Hn 

CSoQtinnandò Io ttessd ragiénamentb 8 Tióbile ; 
Che i dumeri della formn Sìi-i^i oonterranoo due 
quadrati dispari ^ ed nnOj al pia dné pori. 

I nomeri della forma 8/ì-h3 tre quadrati dispm^ 
ri, ed al più linò pari^ 

Quelli della forma8/t+-4 ^1 quadrato 4 » ^ ^re al 
più quarirabi parì^ ovverò quattro quadrati 4lr«;Mirf, 

Qnelli della forma 8/^4-5 un dispari; ed ono^ 
duc^ ò al più tre quadrati pari. 

Quelli creila forma 8/t-H6 du^ dispari ^ ed uno 9 
é due quadrati pari* 

Infine i numeri della forma 8Ó-H7 dovranno 
contèoere tre quadrati dispari ^ ed nnd pari. 

Pertanto , dopo aver ridotto il niimérd datò ad 
ìjna (ìélld forme 8/i-Hr(iti cui il résidQd f pud va* 
iriare da zero a 7), sarS notò quanti qiiàdrati de- 
ipari i è (guanti pari contiene. A normcl di ciò , <> 
coli* éstrationé della radice quadra ; à iivverò pia 
comofiarrieoté colla tavola dei <;(uadràii dei numeri 
Aafficièntéménte faterai sottraggo dal datò numero 
Jl massimo quadrato pari ^ d dispari che òontìèue. 
nti è notò artcorfli quale specie di quadrati dee es- 
aere neir avanzo ottenuto; e pei ciò ne sottraggo il 
massimo quadrato pari ó dispari contenuto in quel^ 
in ^ é segmtd ddsl fidche il tèrso > ò quéiriò àvad^ 
zo sia iid quànratò. 

Qualora col prendere concinuamentei i q'uldrati 
inruflim'i noni si abbia ì' ulti'uo avaissd quadrato, si 
^renieranno Tuno dopo l'altro 1 quadrati inforio- 
ri di quella specie ehìé coavieati loro, e per dimi-* 
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■oire i tentatirì giovorà inoltifisimo rammantarai ch^ 
i quadrati dispari tt^rinioauo colle cifre 1,399; 
quelli pari con 00, 4, 6. Laonde duU' ultima ci- 
fra degli avanzi succedivi si argomenterà fciciimen» 
te quali serie di (|Uadrati si debbano sottrarre per 
Ottenere un residuo quadrato. 

Ripetuto questo scandaglio quante volte è possi- 
bile , ed incominciatolo gradatamente dal quadra* 
to prossimo inferiore al màssimo dei già trovati si 
avrà la richiesta decomposizione ia lutti i modi 
possibili. 

Sia proposto par esempio il numero 77o=s8X 
^^2. £s80 dee contenere- due quadrati dispari ^ 
ed uno, oal più due quadrati parim 

U massimo quadrato dispa- a 2 2 

a 770= a/ 4-5 +-4 
ri contenuto in 770 e 27 a 2 2 2 

s:?7a9, l'avanzo é 41. L* =£7 4-4 ^"4 '♦^ 
altro quadrato dispari con- 3 2 2 % 

tenuto in 4^ ^^^ termina- =274-64—2-^^1 
re in 5 , acciò possa aver*' 2 2 2 

ai per residuo un quadrato 770=520 4-^ 4-8 
pari. Prendo adun({ue il 22 

2 25 4-12 4-1 

5 = a5 , e sottraendolo da 222 

a 7702=523 4-1 5 4—4 
41 9 resta appunto 16=4 2222 

3 2 2 8=234-124-94-4 

Disciolgo 5in4-H3, ed 2 2 22 

bo il 770 eguale a quat- 770=2l4-l5-H10H-2 
tro quadrati. Sottraggo in- 2 2 2 

fine U dispari 1 da 4^ > ^ 770=19 4-20 4-3 

22 2222 

be r avanzo 4^^=^ -^^ 3izi94-'i64-l2 4^3 
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Terminata cosi la decom- a 2 2 

}mPÌzioDo col dispari &Mao =5194-18 4-7 -4-*6 

2 222 

«27 ^ prendo il dispati profi- 770=117 *h20 4-9 

2 222 

flìmo minore 25 ^ e sottraeii* =3)174^16 4—1 5 
dolo da 700 ho il primo 2 2 2 2 

avanzò 14^ , dal quale con- S£i=:i74-'l64-^12 4-9 

viene che tolga un quadra- 2 2 2 2 

to dispari che termini in 770=154-20 4-^ 4-S 
1 , ovvero in 9 acciò il re- 222 

fiidtto possa essere un qua* ns 1 5 4-204-1 24-*l 
drato pari. Prendo adun- 2 2 2i 

(jue la serie dei quadrati 77o=:=si3 -f-24 4-'5 
121, 81, 1, e dipoi 49j 2 2 2 2 

9. Sottrag'go diascuno di as(]3 4^244^4*^^ 

cjuesti dal l45j e trovo fi d il 2 

due decomposizioni del 770 r:^l^ -Hid 4^9 4^ 

2 2 2 2 2 

dol quadrato fisso 25 • s=:l3 4^l84-lz|H-'9 

Seguito dipoi a prende- 2 2 2 2 

re i quadrati dispari con- 770==: 11 4-^244^8 4-3 

2 2 2 2 2 2 

tiuiia mente minori 23 ^ 21 ^ 770=39 ^2.6 4-3 4-2 
2 2222 

19 ec, é facendo lo stesso' =39^-224— 14 4*-3f 

calcolo colle prescritte av-* 

vertenze trovo tnCte le pot- 

albi li deeomposiaioni del 770 

in quadrati j òome si veg< 

gcNio per esteso in margine* 

L' Analisi indeterminata , di coi tratéefìi in àìtrc^ 

volume , offre un metodo molto piò ptétìsó per 

decomporre in quadrati i numeri di irarie ^Orhie. 

Frattanto per la pratica credo sufficiente anche i\ 

snelodo qui spiegato. 
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128. Prob. 2^0 Determinare qaaoti iieao i òa^ 
meri poaitivi imnorì dei positivo A^ e priaU con 



Chiamo N il no mero domandato dei minori ^ d 
pritmi con A*^ ed osservo primieramente ebe se A 
è prillo i tutti i ourD»ri da 1 fino ad A'^x aarao* 
tio /iriW con ^ 5 e {ierciò in qoeato caso N=iA — 1 
nomerò pari« 

Oiservo in secondo luogo che se A è pofsr>x« 

m 
di qoalchè numero ffritno p, per esempio A=zp ^ 

n 
lotti i multipli Al p , cioè p , 2^, Zp . • • p — p 
non seranoo primi con A* Dunque se dal nomerò 

n 
p^^X di tutti i minori di A si tolga il numero 

HI 

p-^X dei multipli di p^ resterà il numero dei mi* 
bori 9 e priwd con A Avremo pertanto id questo 

n n-x U'I 

oasò N^sp'^\^^{p — 1)3 ovvero iV==/^ (f— 'i) 
numero pari. 

Sia infine A U0 numero qualunque non priìna. 

ai y t 
Potrà sempre fai^^i À=^a b 1; ec. fn cui a , b, cee. 
seno oum^^ri primi. ì minori di A da escludere»! 
per averne i primi saranno primieramente tutti i 
multipli di a da 1 ad A—^i , cioè a, aa^ 3fa .. 
• ^ y<— i)a- il numero dei quali è A *— 1« l^ol- 

d" a 

to questo numero dal totale ^---•i ^ resterà ^(^l-^i)^ 

a 
numero del minori di A primi con a. Da questo 
residuo conviene adesso tugii^^re tutti i multipli di 

b, cioè *, a> i^i (^'^O'^^) *• Avreiu# 

b m 



IK>8Ì uit Mcondo residuo j4(a—iy^i «^//^jsai j|ai\ 

a od 

ovvero ^(tf—1 )( *—!) > che sarà il ddineiHi di tilt-» 

a b 
ti 1 minori di A esclusi i multipli di d^ e <Ji h* 
Seguitando ad escludere i inuliipli di é ec. resterà 
infine il numero dei minori , ^ primi cod A^ cioè 
Ì\r=il^(il— l)(ft— ^i)(c— ^i) ec^ numero |iarÌ4 ^ 

ù ~ ~ 4 <1 

SÌ2i pei* «esempio il nnmero l44=^2-3i ^^^ N^^ 
144 X I X^-2:=: 4^^ ^ iiiiutti i numeri i niiùori^ 

socio 1 4^ seguenti 

1, 5 5 7> 11,1.3, 17, 19, 23^25 >2gi 

3i* 35,3/ j4i, 43^47^ 49, 53<55>59 

6i> 65,67,71,73,77, 79^^^^^^p^9 

SH,95- 97* 101,103^107,109,1 i3,ti5»ii9 

1 31 ji2:>, 127,131.133,107,139,143 

129. Teoifema 5^. TI numero resultante dal pro« 
dotto \. a. b e , . (y^'i-i)±:i ^ i di cui fattori a, 
h^ e. ./^-— 1 Steno enttr minori^ e primi con A 
è multiplo di A. Dee prendetesi il 4- i nel caso 

di ^=s25 ovvero 2 , e nel caso di A=^p , ovvero 
n n . 

p , ovvero 2/^ denotando p un tinmerO primo di- 
verso da 2. in tutti gli altri casi dee prendersi 
li — N 

Dal pi'oblemd predf^flente i^'soltd t\i^ il domerò 
dei minori , e primi con A è pari iti tatti ì CHèì ; 
e perciò moltiplicando a due ^ a due i nunìerl 1> 
a, &, H 4. ..^y^— 1 io ^ modo che le moltiplicde 
sieno fatte da numeri dJiFer^nti , saranno essi tut- 
ti (Compresi in un «olo modo in tali prcidotti hìr 



narj. Ma il prodotto degli estremi i(/<-*i)é y^— »ij 
laonde ^ qualóra ogoi binario degli iiitermedj si tro- 
vi eo-uale ed Ajrtzit il proposto numero i.ab.c. . 
, ,(5— i) avrà la forma MA=^l ^ e quindi MA 
=^l ±=1 sarà multiplo di A, Tentiamo adunque di 
risolvere T equazione ax=L^^±=l nell'ipotesi che 
B, X sieno due qualunque degli intermedj a,ijc ce, 
e dipoi osserveremo in quali casi debba prendersi 
il -^ 1, ovvero il — i per l\ intento nostro. 

Essendo qualunque degli intermedj a primo cotì 
A^ suppongasi A^=^-¥-r^ in cui 9=^, ed r l* 



a 



avaneo. Tornando a dividere « per r a vrenloa==r^-+-r' 
e così seguitando le divisioni verremo ad un ulti- 
mo avanio 5 chfl sarà 1. Pertanto nell* ipotesi chtf 
dopo cicique si fatte divisioni venga T avanzo 1 ^ 
avremo le equazioni A'=^aq -Hr 

a =: rq* -H r^ 

' (X) 



t =3 r'^" ^r" 

(4) 



r/=±rY"-W-"' 



Posto dò dividasi per « U proposta aaF=^^±=l 
ed avremo; ap=/^>±=i J=: yj/'-Hr)rfc=t 

Facciasi «'= jr^ ; «d avremo ; 






r r 

Facciasi ap^'= t*x^^l ', od avremo 

r 
x'=r£^ — ?'V V/V%j 

Fasciasi i»'"=sr'V±=l , ed avremo 



(4) r" " Z' 

Facciali m =3H' V"^=yi , ed avremo 

"^ (4) (4) (4) (4) 

(5) (4)""^^'^ "^^^ 

Facciaci inflae x =a g fc i , ed avremo 

r" 

(4) , f5) 

Ottenuta onesta ultima equazione senza rotto ei 

prenda da ossa il valore ài x , si sostituisca 

nella precedente, e risulceri x^'=sr'x ^q 

Sostituito questo valóre di x^'^ nella ^^ equazione 
risulterà; (6) (4) 

Poneudo il valore di x^' nella terza equazione ot^ 

(5) ,(4) 

terremo primieramente x^=srx zj^r^q^^i/ +-l)±=i 

£ rammentandosi che dalle equazioni (X) abbiame 
r=sr'^''-Hr''5 ne ricaveremo; 

(5) (4) , (4) , 

*==rx -r^qy'q 4-1) ^r'^{a"'q +-l) *= 1 • 

r' ~? 

Dalle medesimo eqaasiooi • risult er& (4) 

n qual valore 80s(:ita>to nella precedente darà in- 

k^^ (4) (4) 

fin*; *'=r* =y( 7"(V"V -*-0-^^ ) 



$t6 i* » t « Ciri 

tìoatinumidd ail atmilé caioolo n avranno y i,9d x 

(5) 
per meszd d«lli «oU todeteriiiiòatà ir ^ cioè; 

(5) ,, ^, . (4) , (4) 
(5) (4) (4) 

, (5) (4) 

dì ^oti ehe o«U' eqaasioné x^^ :=rr"à; =7^ abbia* 

(4) ; 

irtd r">'jr come vedesi dall ultima delle ecjuaziò* 

«i (X). , (5) (4) 

PariiileQtó neir equasiona «''=^r'i? =f(^'V "+^0 
abbiaifid r>q^^^q -V-l/ }x>icb6 per Id p«DuItima 

: > . ■ (4) 

delle eqùaa^iooi (X) r^r' V-*-ì . «^ r">^ . 

SegùlModd qaesté Ofiservasioni troveremo che 
ancora traile equazioni di y ,- è di ^ i coefficienù 
a , A saranno maggiori dei rcispettivi polidom) com- 
porti dei quoti ^9 ^ ec, e perciò i valori di x^ 
' ^ di ;^ saranno intieri 9 e positivi dandor un valo-^ 

i*é poiritivo ali indeéerminatd x 

Posto per brevità (4) (4) 

. , , . . (4) , (4) 

prèndidihtf à considerare pei nostro oggetto le equa- 

aloni f ^^^ tipi ap=:-rdfx =p«' 

Queste risolvono lai proposta aizzzAy^i in più 

tiiòdiy* facehdd « =50, 192,3 ec* Nel nostro caso 
M^ro in cui si vuole ar<^-— 1 cònverri^ prèndere 



t>i A&ftfiUA 3lf 

(^) . 
pnicapieote x b| allorché abbiamo —n'^ che clip#«^ 

(ó) 

de dal -HI nella proposta/ e pooyefrà preodere x ==p 
quando abbiasi ^ik'> fioè nella proposta il i — i . Avre- 
mo adunque pef |a r^svln^i^pe di ^^x^^r^^^My^^l ì valori 
X=:a — fi^x==Arsr^\e ppr la risolpsione di ^a?=»=^^- 1, 
sarkyss^n^ xsx^n* £ ^i^pome le quantità A,i»,n,nf 
sono dererminate, lini| sola soluzione potrà avere 
lo proposta 0Xr*^/4jr±zi pel paco ficl^i^tn fdie sia 
x<:j4 — 1. 

Sia per esempio ^s=siZ\ tutti i minori, ^ pri- 
lli con esso sono, j , a^ ^ . . . 12 l'scl^so il 
prodotto degli estremi iX)25= )3i— l si faccia a^^^ 
dipoi (t^=3 ec, ^ si troveranno per l'equa&ion^ 
^;r=8l3/'-Hl |e fisoluzippi segueoti, 

4Xip=5Xi3-Hi 

^X8 ?=3Xi3-+-; 

6Xii;=5Xi3^-; 

£d iiltrest |*e<]na|iioae aÀ:s=:iZv*«Rl #vrà le soluaioni 

&X6 =13^1 

3X4 ~i3-T-i 
5X5 j?=2Xi3— 1 
7X1 15=6X1 3 — i 
8X8 =5X1 3—1 
9Xic=7Xi3— ; 

Facciasi qui }* importapte osservazione che prea« 
dendo ax^^l 3^4-1 tutte 4e soluzioni coni prendo- 
no appunto tutti i numeri interm<*dj fra i^ e 12, 
mentre in axzzuiZy — 1 vi sono due ^olpziom 3 in 
<>ui 0=sx. Adunque se il numero l.a. 3. .. . I2±=l 
vogliasi multiplo di )3 converrà prendere il-^l > 
f non già il -—1. 



ZlS PlliKélPJ 

Quesfco risDltomento noa solo ai verifica nel na« 
mero primo i3 ^ ed evidentemente ancora nel j^ 

• nel 2 f ma fi bene in qaalnnqne altro numero /^riW 

p^ ed anche in ^ , e ^ , conforme annunzia il 
•teorema. 

Infatti prendendo ax^=ipy^\ , e supponendo possi" 

bile che sia a=2ar airremmo a— i,ovvero(a4^i)(«— i) 

:=:^; dunque j^ dovrebbe essere submoleiplo dia-f-i, 
ovvero di «—1. Chiamato q il quoto avremmo 
^(^1=1)=:^^ e perciò p non sarebbe primo contro 
l' ipotesi. 2 n 

Fariraente «e fosse posaible a z^py-^i ^ avrem* 

n 
mo collo stesso discorso q{a±ii ^ zsnp , e quindi 
q(a±zì)=p. Chiamato ^' il quoto q , ovver o a±=l» 

n-l nri nri 

P P P 

farebbe q(f^=^p » ovvero q\a±=. i )=/?. Il che è im- 

p ossibile oeir ipotesi che p sia primo* 

2 n 
Ififide supponendo a = ^py -Hi , sarebbe (fl-H-l) 
n n 

(fl— l)=2 2/{y : e perchè ^p è numero pari, con- 
viene chef a primo con es^o sia dispari : onde è che 

a-^x , ed a- — i sono ameoi.Iue divisibili per 2; e 

n 
perciò fatta la divisione , resterà q{a±z^)•=^py equa- 
fKÌone assurda por la dimostrazione precedente. 
Da tale indagine resta dimostrato che ogni qual-< 

2 
volta si trovi a =2 Ay — 1 , il numero A dee essere 
un primo p 3 ovvero ( essendo p diverso da a } uà 
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n n 
'nomerò delle forme p ^ ^p . Perciò qnalnoque al-* 
tro valore diasi al numero A quella equazione oon 
è risolLbile , ma si risolverà aar=^j^**-l con » 
sempre diverso da a. E quindi segue che il pro« 
dotto \.a,h e^ . ,(^ — 1)— 1 è multiplo di A eccettua* 
ti i sopradetti casi prescrìtti nel teorema. Il che eo. 

0123 

l3o. Teor 6^ . Nelle serie delle potente i$^a,a ,a 

ec* se riascnn tnrmme si divida pel numero ppri" 

mo con a , i dilferenti reni di tali divisioni inco* 

o. 
minciando da a debbono tornare i medesimi^ e col^ 

e 
lo stesso perio do dopo nn termine a , in cui t<ip* 
Esepe inoltre assolatamente primo ^ sarà ^=^—1 
ovverò submuhiplo di p— 1, m 

Prendasi ad arbitrio il termine a zz^Lp^-^r ^ dove 



m<ip^ q il quoto di a 9 ed r l'avanzo. Seguitane 

'p wH-l w»4-a 

do le divisioni per/7 dei termini successivi a , a ec« 
i resti I3 2- 3.. ;57— i potranno essere diiFeren- 
tì da r per uu numero di termini p — 2 ^^ più, do<- 



pò di che il termine p — 1 avrà la forma a-^^pq', 
e sarà m=m-^p — 1. Ciò posto è evidente che in 



m! irs 



qaalimque caso in!-~^m<ip , e la differenza a "^a 

dà r e/fuazione « ( a — * l ) ^=^pW* — 4) Fatto per 

m t 
brevit«à in! — ms=:f<Cp ^ q — q'^==q"f avremo a (^— i) 
^;=^pq*^* Ma p primo per ipotesi con a, lo è pure 

m t 

cmn a, dunque p deve essere sùbmultiplo din*— i^ 
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Adonqua Jl termine # clella proposta wr», c4 

o 
il primo termine a =3i ambedue divisi per p danna 
lo stesso residuo 1 « ed osservando che daJia e<]Mfh 

none a =:/i^ '4-1 provengono le seguenti^ 

^4.3 3 3 

^=Ìpq'') ^^P'f -^^ 

ai deduee che i r^ui della^ serie pei termini a,a .. 

..a ritornano i medwmif « collo stesso perioda 

a ^-1 

di quelli dei termini , pretedenti a ^ a, 4 ...a : 9 
che il periodo medesimo di resti si rionaova io eia- 

scuu infervallo dei termiui a , a . . ^ • <»• 

Qualora poi il numero ;> oUre l'essere primo con 
m sia assolut^imente primo già lappiamo (laa) 

p^ 
che il numero <i ^A * molriplo di p^ ondeinque- 
sto ca80 £=5^—1, ovvero ii/=2/?-?^l- Il che ec. 

lai. Si ricava di qni il metodo di ottenere pron- 



* ^ .-^ ^ f ■ ' *^ ^ *" 

tamente il reno di una potenza* cofnnnquo elevata 
m 

a diTifla per qualsivoglia' numero p primo con 4^ 

Vogliasi per esempic) il resto di 4 diviso per l5. 

Si cerchi primieramente la potenza 4 =! l5. ^-HÌJ 

2 
a si troverà facilmente 4 =si34-i. Dipoi A di- 

101 fiX5cH-l 

vida per 2 il lOl , e J avremo 4 s ovvero 4 ^ 

che divifio per l5 deve dare lo stesso resio che il 

4» e qDe.9to r^^rò sarà appunto 'il 4* ^' 1 S 
i32. Allorché i' termini deJla serie tifi , a ^ a... 

« divisi consecutivamente per p numero assoluta- 
niente primo , e primo con a , danna tutti i residui 
differenti 1 ^ 2 ,' 3 . . . . ;[>— 1 , il numero a per 
rapporto a p dioesì radice primittifa. Cosi il nume* 
ro 2 è radice primitiva del 19^ perchè si trova 
dividendo per 19; 

0123456789 
Potenze 2,2,292,2,2,2^2,2,2 
Kesti 1 ,2,4, 8 , 16 , i3 , 7, 14 , 9, 18 

10 11 12 i3 14 \i 16 17 18 
Potenze 2,2,2,2,2,^,2,2,2 
Resti 17, i5, 11 , 3 , 6 , 12, 5 , 10, X 
Si osservi che per ottenere tali resti non importa 
calcolare le potenze della radice , e dividerle dipoi 
pel numero primo p* Basta soltanto moltiplieace per 
la radice il residuo della potenza preoedeate, e di- 
poi dividere per p questo prodotto. Cosi ìX resto 

8 
di 2 sarà quello del prodotto 2.14 cioè 9; il reste 

~) 19 21 
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9 
^i 3 iarà quello di 2.9, cioè i8. et. 

i33. Teor. 7»<>. Sapposto il numero a una «Ielle 
rndici primitive del numero primo p, ed il numero 
h njinore > e /?riifio con ;>— l , il rej/o r delU di- 

A 
TÙioiie a sarà ancora radice primUiya ài p* 

?Ì9 a ==:p^A^r; il residuo ^ non può essere i 
perchè a è radice primitiva di p 3 ed A<^p-— i.Elor 
lapdo alla potenza p — 1 la precedente equazione, 
a. intendendo pq' eguale alla somnià di tutti i ter- 
mìiJL moitiplicati per p nello aviluppanìento del bi- 

Tìovaìo {pq-^r) , ottengo a ^^pqf ^^r . Ma a 
è nunu^rp multiplo di p {\òc)i Scendo adunque 
Hp-i) p^X 

a ^=. p9"-Hl , «ari r =3? /'(^"•^?')+^^« 

Acciocché quest'ultima equa^ioae costituiaca r 

p-l o 

rtfrfiVe primitiva di p conviene che r sia dopo r 
r infima potenza, di r^ che divisa per p lància per 
resto 1 unità ; il ohe di^nostraai nel seguente mcdo. 
Vreso un fubmultiplo qu^unque n di p^x deduco 

h ^ hj p'X) 

dàlia proposta a ^szpq-^r X equazione a n =s 

ti PS} 

p^^'^T n . Che se suppongasi possibile essere r n 

c=^py'''Vi , sarebbe a i» = p(^''V^"')^i. E poi- 
thè 4 è re4^c0 primitiva di p , conviene che h sia 

a 



un numero intiero , affinchè questa ultima eqùazio^ 
ne abbia luogo. Ma essendo per ipotesi h primo ^ 
ed n submulciplo di p— -i è impossibile che h sia 

n 
numero intiero. Dunque ndo può aver luogo Taqua* 

aione a n =sp(f '""h— y^'')-f- 1 , ed è in coaseguenia 

impossibile la supposta r a =i p^^'^-^l ; onde sarà 
r radice primitiva di p. Il che ec 

134. Siegue di qui; Che fra i numeri 1,2 ^S; 
«. *'P — I esistono tante radici prinUti\fe del nume- 
ro primo p^ quanti sono i numeri minori , è pri" 
mi con /9— >l ; e perciò data una qualunque rad!rc# 
a si poi>sono facilmente determinare tutte quello 
comprese fra 1 , è p-~l • Prendiamo per esempio 
il 2* radice primitiifa del 19, • vogliansi determi- 
nare le altro comprese Irà 1 , e 18 1 numeri mi-' 
nori , e primi con 18 sono sei (127)^ cioè X ^ i, 
1 , 11 , i3 , 17. Divido per 19 le potena&e 

1 5 7 11 li 17 

2,2,2,2 ,2 ,2 ; 

le radici primi (ii^ saranno 1 resti 2, l'i, 149X7^ 
3, IO. ' 

Siccome il Teorema suppone che esista sempre 
una radice primitiva per qualunque numero ;7rimo 
potrebbe dubitarsi che e$<Ì8tes8e qualcliè numero pri-' 
tno a cui non convenisse alcuna radice. Ver rimuo* 
vere un tal dubbio basterà la soluzione del se* 
guente 

i35. Prob. 3* Trovare una àeììe radici primitive. 
di qualunque numero primo p. 

Risoluto il numero ;i— •! nei suoi fattori primi 
X y z 
« ft e 6C. si scelga nella serie 1^2999 p^^^ u* 
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yomero g tale , c]ie ^ .dirtfo. p«r p dia «n rMt« 

diverso c|j|Il'uoità; la potc^nza minore g" à\\ isa per 

jp QUII potrà dare per re^^o Tumtà; perciocché su p» 

ponendo; =:^^4-*l ; ed eleva odo alla potenza 

« 5 ai avrebbe g = Q^j-Hl) r=:s^y'4-l : on» 

de anche ; divisa per p darebbe 1 di resto con- 
f.ip r ipotesi. P'-l 

X 

Sia pertantp J' fjquaaione g ==« ^^4-r in cui 
r si è dimostfatp dpvere essere diverso da l.Ele- 

vando questa alla potenza a si ottiene; :=ipif^\~^ , 

X 

E poiché g =3 PÌ'-^^ ( 122), avrò r =y[?(i^"-^') 

a; 

o 

H-l ; ed è inoltre r infima potenza di r dopo r 

che divisa per p lascia per rtuo V unità. 

Imperocché essendo a numero primaria potenaa 

X 

m non puè avere altri divisori che una potenza mi- 

n 
nore a : perciò qualunque potenza intiera minora 

X »-?i 

lii r sarà della forma r w Ora te fosse possìliila! 



il i A L è « S K 1^ 5i2S 

a ? 

inequazióne r s!s pq^'j^i^ dalla propi>stA g « 

fiìf^r si potrebbe dedurre ^ =5^^'''^4-r 
p(/^'*'*^q*')^l» Ma abbiamo premesso éss^e 4tn- 

;-i eri 

/l 
possìbile che una potenza minore di ^ , ci^nie è'g , 
divisa per p dia \ di res^o; dunque la supposta 

equazione r = /?^'"-Hl è del pari impossibile. 

Trovati eolio stesso calcolo altri numeri g^ , ^' ee^ 

i di cui residui /^, r" elevati alle potéiize * , o ; 
e divisi dipoi per ;?' sieno ie potefnfzé meaq. eleva* 
èe che lascino p&t rèsta f iniiCà , è iaéìle vdderò clit 

àf e z ., 

% 

A ' ti /S ' ' 

ricucendo t ^ i r*^ s ec- all« stesstf ' pdtenza 
m b e f ed i {drd respetUvi valori tiU^ potenze & e» 

tf ó :. db rx{pro^(itM{fty'f * ^, «de ///-v) 

«gttaglierà Pff-^i intendendo colla lèttera Pia som- 
mai dei wHAtì^ìchtOT i di ^ nei (H-édetH vaterì ^« 
teaziatiy e frd loro moltiplicati* Eseguito tutto ciò 
IO dico chef il prodotto rr^r'^ M(r3È una delle radhi 
primidi^ ài pi 

Infatti 't^'rr^r'^ noii S rùJicé primiùit^a 'vi sarà 
Iflmea» bb niiaìe|# $ minog^ e stàbmtdiipl^ di p^^ig 



i: ' J 
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^ X y z 

the reoderà (rrV^^lf^Q-4-1. Ma;;—! t=ia b cin 
coi a I fr, Cy tono primi, donane p-'i sarà ano 

e 
di tali oameri, o an malti pio di loro; e pooeodo 

tu j 
/»— 1 ss: na 9 e quindi ;» — l ^=*nt $ avremo (rrV'^ \ 

i p'-x 'a 

ovvero {rr'r^^)^ z^pq'j^i (iSo). Rammentandoti 

y ^ 

adeuo che / ' r'^ divìsi per p lasciano per resto l'unità 
•lostesflolascianomoltiplicandoglieflponentiloro per # , 

ik d'nopo cooclodere parsialmente che ùa (r'r") 
adfr'r")' srp(^'-i'l. Quindi è che nella precedeo- 

te eqoaaione {rr^r'^) s=2pQ'-Hl dovrà esaere r 

a? 

«^1 multiplo di p. Ora aveoiosi giàr -^i multi' 
pio di p conviene che. a aia submuUiplù di p^^x , 



vale a 


dire che /^— i . 


* 

$ia nnmero intiero^ 


a 
iX che è 






« 


• 




fàlfo^ 


poiché p-^x = 


jpy e 
:a 6 e ■« 


b e 3 nomerò fra- 




a*-*-^ 




m 





aionario perchè i, e, m seno primi fra loro por 



ipotOBu Be«ta ^odì evideatc; ^ ^ch^: |[' e^uaf^ion* 

(rr'r'!) =< f^Q'-Hl • assurda , e tale i io co aite- 

(oeBsa U supposta (r/r^^) r=8/^^+-l* Laorijo r/''r:i 
4^ radice priimiiha di ;i. Il che ec^^ . 
i36. Applichiamo questa solnsioue alla ricérca cleir# 
radici primi$i^ dei numero primo 3i; 

li. numeroso è risolubile dei prodotto deifattO' 
ri primi a. 3.i 5^ Fra i minori di 3q si prendano 

a ■ ^ ^ 

ffli steni a, 3*5; ed avranno a ssoX3i+-4>3^ =3 

5' 
©X'5n-3f , 5 =J teoX3rH-26. Adunque il pro- 
dotto di questi residui 4X^7X25=:27bo sarà^'uua 
delie radici primitive del 3i. Ma (lerchà giova prea- 
deref le più semplici^ doè quelle minori di^Zoi 
facciasi 27cor:387X3t-H-3 » od il Jfésìduo 3 pel 
passato Teorema 7^ . sarà pure uni dàìlfi radici pri^^ 
tni$iue 4^1 3i t ^ 1<^ più. a^mplice^ 

Adesso per determinare tutte léa|^iro r^ci prU 
miùue minori di 3o si prendono I titUtìeri minorf^ 
e primi con 3o , cioè' a » 7, 1 1 » l3 9 tf ì ig^ ii , 29, 
ed a norma del precitato Teorema trdVerefitìd i 

1 7 II l3 17 19^ a3 29 
Potenze 3^353^3;3j3^3^ 3. 

badici prindtivaAì 3i . 

3 , 17;i5,24;i2t»iaill,àl 
1 3f . Sia g una delle rodlroi primitii^e del iramero 
primo /r 9 e sia il namero pari ìh^l:=sifa. Se odiki 

serie wfi -k* r -h» «^ . < . * -f-» jc* si prenda* 
M i termini 0^ ji^^ Jf j^ ^ ^^^j^^fi \ 
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«ueita MGO^da Mrie ^i cIiianA pentodo; perciocco» 

OTOtifitiandolo a piacimento coi termini «^ 4- «^ * • • 

y* ' '-; : ;/«' (*/-i)a 

^n mr ec.. ffU esponenti ria g ftnò a g , 

• dipoi da g fino 'ft g " ; ec. diviii per p dann» 

.1 i . o 

r , i. • • 

tontinnamentè gli Btessi teHi dei primi -da g fino 

a g pariménte^ divisi ]^r p , conferme ai è 

dimostrato (i.3o). 

É' anche facile il vedere^ die moltiplicando i t er- 

'I * ' - • 

na 

-* « 

mim del pearhd^ per nn tiermine dt^la fo^ma x^ ' 

it *^^uovò ' periodo a?^ -H :t?^ 4-; aP " . • . -H aP 
d<^Ilo stesso numero^^ di ternani eathidencico col 
pnWì/ì ^'"tiofe 1 réia dei respcttivi l^spòneAti divisi 
^r p èàiariiiò gli'slessi in àmendiie i periodi^ seb-* 

/ ' ' na 

i»eD^ con erdiiiie (^iyersob Infatti il termine mt n 
. : , . , o _ (/-2)a /a 

ritroverà fra x^ , ed x^ 9 ovvero fra «' , od 

M «... ». 

.9r. ec» ])Ia .qpi^unqae^ di tali termii^i è iBen- 

ileo (rigiyaìrdo al resio Sei suo ^«ponente 4i^Jso per 

. > o 

'p ) con alcuna di qnotUi del p$imo periodo da a;* fine 
ad x^ • I^ stesse si avvera nei termini aonseeetivi 
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ar 9 ^ ec. Dunque il periodo cosi variato 
è ideruico ool primo. .. ' , 

Sia per esempio p=:ig^ la sua radice primiti^m 
g=s2 3 /=6 ; aii=:3 s ed abbiasi il periodo ' 

o *^ 3 6 9 1% i5 

3 a 4 '£! • 2 a 

aj -Ha; 4-a: ^ x 4— ir«4^x 
Supponiamo chela mollù plica 4ei ^ooi termini ai 

faccia per x s^ x * il 'miovo periodò ^atk 
&l 54-57 6ó 63. <• 66 
•3 . -a , a . 2 2 . à 



18 a.i8f 3.18 
Siccome . io questo caao i quozienti 2 , 2 | 2 , 

lasciaao tutti per resio T uniti, ^ conforma la lascia 
o 
a 9 divido per 18 tutti gli esponenti della radica 

t i e cosi gli oaponeati delia x nel ouovo periodo 
diveirtaiio 

C.18-H15 3.18 3 ^8-f-3.3.i8-H6 3.184^9 3.i84-ia 
2 , a ./.^ ; a ; 2 p 2 . 

Ma dividendo ciascuno di questi per 19 è evidente 
che avrerbo gli ateasi resii che lasciano gli esponen*- 

o 3 6 9 . 12 l5 
ti del primo periodo 2^ a. 92^2. ^2/2 ^Ciòè 
1,8,75 18 , it , 12. Adunque ambedue i periodi 
tono identici , perchè : ognuno di essi > trascurando 
V ordine dei terxniniy^i ridiiciLad una istessa Uftmtk 

7, 8. 11 12 18 
J?-H« H^ a? -f^a: -Hir -f-a? 
Ftor aUMreviere le^spressiòoi si scriveranno da qui 
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in avanti i toli ej^poneoti della j^ posti fra Io paroQ^ 

te». Cori (l) -H (^) +- (^) • . . . -h(^ ) «prime 

Ola (AO* 

rà la serio 4t^ -H jc^ 4- «^ . . . +^ «* ; e T e- 

o 2a 

spreastone del periodo sarà (l)-^'(# )-^(ff )• • 

• • ^(S )' QQosto periodo essendo lo etesso 
qualunque sia la ba§p g n annunsia scrivendo (/^^l); 
ed in generala se ciascano dei suoi termini è mol- 
tiplieato per un numero qualunque l intiero , e pò* 

a 2.a 

sitivo , il nuovo periodo (0+-('g ) -^{^g ) • *- 

• •4— (/^ ) si annunzia scrivendo (/*f^} 

l38. 8e fzisp^^x 9 e quindi a=:i , H periodo (/^l) 
comprende evidentemente tutti x termini (i)-4-^(^) 

a . /-i 

^(^ )••••• (^ )4 Qualunque altro variore possa^ 
no avere /*, a « purché sia sempre fass^f^^x , la 6e« 

rie (i) 4-(^)4-C^ ) ...♦•+- ^ sarà oomposCsi 

dei periodi (/,l)-^/,#)-^(/,ér) • • •• ' -H(/,^ > 
Abbiane) infatti; 

(/,l)=3(i)4-(^ )^(^ )4-(y ) . . . 4-(^ ) 

(n-Hi ait^i 3a-f-i (/•i)a-+-l 

2 2' <H-2 2tf-4-*-2 34I-H-2 (/-l)a4-2 

a-ì ù'\ 2«-i 3a-l 4*'l /«-l 



I41 somma di tutti ì tarniiDÌ del secondo membro 
di queste eqoaftioni forma evidentemente T intiera 

139. Se f-ssbOf essendo^ ; e numeri intieri 9 e pò* 
aitivi^ il petiodo (òo/) ai può risolvere in nn numero 
è di periodi , ognuno dei quali comprende un nume* 

a 
TOC di termini; e questi periodi sono {^J)-\-(Pitg ) 
a A (^i)a 

^(cjg ) -^(cjg ) . 

Imperciocché abbiamo in questo caso l'intiero /wr/o^; 

£ poiché abc :rTp 1 , se prendasi cssrf^ l'altro fat- 
tore è ofr: onde potrà formarsi nn nnmoròfrdi^ 
riodi di e termini 5 come segue; 

ab 2ab (e-i)a& 

(c/)=,(l)^(lg)^(ig ).... +<^ér ) 

W# )=»(/# )-K'* )+-(% ) 

a(o-i)(fr-(~a) ; ; 

••J+-(^ ) 

',,,,,,. . » ' » 

d(ft-i) «(^i) 0(2^1) «(3^1) 

W* )^iig )'^(ig. )-»-(<# ).. 

(te-i)a 

Sommando ciascuna colonna dei secondi membri di 
queste eqnaaioni apparisce che il periodo {bcj),€ 

o (fo-l)a 

contenuto nei /MriWi(c^ 4^ (c^Zf ).«*-h(c,2^ )• 

Frendiame in esempio il nnmooio primo 3i , del 
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<f«ale ona taé»» primitiva è il 3 ; ed è 3l— «ia^à^Si 
i. Preso i«=s6 |ia=±:5 $ Zsxt i ,''abUanio il periodo 
intiero • •& io id 20 25 

(6,i)==(i)HHr3 )-4-(3 )4^(3 )^(3 )ri^(3 ) 
ittioloto il oBinero 6 nei suoi fattori 2* 3 avremo 
^tss<iib:ai'i /dnsfi\ò\eA il periodo (6ft) resterà ri- 
risolato Ufi tre perioS seguenti di due termiai per 

i5 
«iasoMuna. (^a)^ (^)'^i^ ) 



il 5 20 



(2^ ) = (3 )^(3 ) 

10 IO t 23 

(3,3 )=5(3)-hC3 ) 
Preso ks^^ cdb=Z ^ sarà ab:=siò ye 1 AvLtp^rioS conw 

10 20 

ponenti (6,1) Mraaoo (3,i)=i(i)+^(3 )-h(3 ) 

d 5 i5 à5 

^ . , (3.3 )=(3 )-H(3 )-K3 ) 

l4oTeor«.8 . Sieno ^^) , i^,./i) due periodir giiiùli 

^re loro/ ideatici o diversi/ èi« al solito fa^^p 1 » 

ti fatto f=;A^sia(y^«(i)-4-(tt)H-(/À ) .. . 

. . . . -H (i& ) . Ij prodotto di (jT,! ) fter .(/,i» ) sa- 
rà l'aggregato di /* ;9er/od!c\ simili di questn forma 

il ... . /-I 
(/U-H-j»i)h-(/,/Ii+^)4- (/tt ^-l» ).-.-f- (//A- ^m) i 
6' la somma V di tali p^iodi putrii ridorei alia for- 

2 Vt 

ma Af^A}ifA^^A^'{f^^^A^U ).. H^Tt/,^'),- 
• in eoi ì coefficienti A ^A' \ .'^T saruoao nomerì in- 
'tieri, positivi. ed anche alcuni eguali m zero^ 
'^ Dovendo il periodo {f^m ) essere simile al perirne 

^ 2/1 
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Dunque OV) X C/>>= (AO xf(«) -H (wA)-H^ ) |f 

Ma p«rch« a nonna dell' articold 13^ abbiamo (/J) 

2 
=:(/^A ) = (J,lh ) ec «ara ancora (/J) X ( «A >* 

(/;/A) X (/,mh) ; (/,' )X {mli ) =:^^A ) X ( i"*) , • 
co«ì di seguito. Avremo pertanto; 2 

4-(/&+-OTA)-H(tt -+-wA) -h(/A -hwA) 
/ 

2 « 3 2 4 ^ 

-h(/A rh-wA )+-( tó -HwA ) -H (/A 4-111* ) 

/■i a 

H-( % 4-^ft )-*-(^A -HmA )4-^ +-wA ) 

E sommando «eparatament<> ciascuna colonna dei ter* 
mini d^ MPond9 membro, «ara (/*i) X (Z»*» ) =^ 

2 

Dividendo adesso per p i Qnmeri /-Hi» , tt-t-w ec. 
ai resii compresi nella serie o , l ^ 2 , >i . • • . p-^l 

O 1 2 

ai sosdtoisoaao le potenze corrispon olenti g ^ g ^S 



V « • 
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fax 

g , 6 ridorremo con la ■omnia V ad no ^greg^ 
IO di periodi della forma (/»o) cioè/*, ed iuoliie 

(//i ) »(/>* )> (y^^fi^ ) • •• (/yg ) ' »«* <loa'i «eoond* 
rarcicolu i3V si coinpreudoao tutti i termiai da 

o fa-i 

{g )fioo à(g ). Sarà perciò ^=/</h--<<' (/, l ) 

1 ai 

-^A'' i/yg): * '-^T^/^ ) dove i coefRoienri yì^, 
^'.,.T saraQno evidentemente numeri iutieri, e 
positivi j e se manca alcuno dei periodi « Usuo c^>ef- 
ficiente sarà zero. 

Apparisca di qui» die posto K un numero qua- 
luO(|ue intiero, il prodotto di(y,A^)per {f^Kin) 
•ara {f,K{U¥-in)J^{f. K{lh-^m) ^. . . 

-^(/pK^lh 4-1»))=^, e potrà ridursi ^=^/ 

Siccpme il prodotto di' cia&cuo termiue di F' per 
un simile periodò (/,n)%i può ridurre ad una for* 
ma analoga, è manifesto che ancora il proiiotlodi 
tre periodi simili (/,l)X (/s « ) X C/* n) si può 



ridurre alla forma Bf^W{f,i\^B'^(/,g )^B'' 

(/»g ) '^'^(f 9g )•' come ancora (/,Kl ) 

X(/fA:i»i)X(/5^'») tt ridurrà alla forma 4Jr-*-/^' 

(/, JC) 4- i»''(/^ff ) .+- i»'-" C/', JCtf") • . MfsX^l ) 
liaonde il Teoren^a si estende al prodotto di <|ualun- 
qne numero di periodi simili , ne iniporta se que- 
iti siano tutti diversi fra loro » ovvero sieno tutti , 
o in parte identici. 

Facciamo una applicagli one di questo Teorema al 
prodotto dei periodi (6,i)X(6,2) dipendenti da 
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ttninero' primo 3l , diciii gii si è detto essere Qoa ra* 
dice primiiiva il 3 ed/a = 3o. Prendo /=6 , a=5, 

5 IO id 20 25 

e sari ; f6;i)=(i)+-(3 )H^ )4-(3 )^-(3 W^ ) 

5 IO i5 ae ^ 

(6,2)=(2) Ka.3 )-Ka-3 M2.3)-H(a.3 )^('^'V 

Ottengo adnnque pritniaramente il prodotto : - ( : ì ^ 

5 io i5 

(65i)X(6,3)3(633)-H(6,34-2)4-(6,34^2)4-63 3 4-2) 

20 25 

^-^6,3 h-2)h-(6,3 4-2) 

5 10 

Divido per 3i i Duoiori 3 +-2, 3 +-a ec, o so* 
atiluifeCO ad essi i loro restia dimodo che (6^1) X 

(6.2)==(6,3)-K(6,28)4-(6.a7)4-(6.i>H(6|7)-K6,8) 
Sostituisco ai resti 3,28,27 ec. le potenze corri- 
spoodmti della radice primiiha 3, ed ho {S,\)yl6,^) 

16 3 2S la 

«(6,3)-h(6,3 )^(6,3)h-(6,i>+(6,3 )4-(6,3 ) 
Sviluppo infine i periodi, in cui la radice 3 è eie- 

a-i 4 
▼sta ad una potenza superiore a 3 =33 . E sicco- 
me a norma de ir articolo i3o si vede che in tali 

3c 
periodi dopo il termine 3 ritornano gli stessi ter* 

o 3o 

mini precedenti da 3 fino a 3 , riduco pec esem* 

3i 1 36 6 
pio 3 ; a 3 9 3 a 3 ee. Trovo co^ ; 

16 16 21 «6^ 6 11 

(6,3 )=<3 )4-(3 >H(3 )4.(3 M3 M^ )=(6,3) 

28 28 3 8 i3 18 t3 3 

(6,3 )=(3 )h-(3 >h(3 )-h(3 ) ^-(3 >+-(» )^s^ ) 

la 12 17 aa ay a 7 . a 
C 6,3 )=r(3 )4-(3 W3 M3 ) 4-(3 )4-(3 )=4^3 ) 



$96 7siM^ips, 

JbdiuiqMt il prodotto (6,x) X (6*«)^ (^,i) -H z (6,3) 

a 3 

:h (6,3 )-f- 2(6,3 ) 

14.K Problema 4^ Trovare una fornoola , cUe per 
Biexxo dei cpefficienti A,B^C. ...Tdi una equa- 

SBÌone qaalnnqae dia la semma delle potente n 
dalle «uè radici, (o) (a) (ni 

Kappresentiue P ^ F , P P le flomrne delle 

(m) 
potente da zero fino ad n delle radici x^, «'', »^':.:q 
delia dato equazione, iv» m-l m-n 

m — -^x H- ji?a; . * . . i= 3r=:o 
Se n=9i»» ai soatituiscano nella precedente ui Ino* 
go di m tutte le sue radici ed avremo 
m m-X m-3 



m m-i m-^ 

(m) (ot) (w) 

B sommando sarà P -^4P -^BP . ,, .±=»i7'=50 
Se* n >- n» pongasi n :=fn -H A • Moltiplicata I4 dv 

Aa equazione per ;t? (Riverrà 

ovvero « ^-^v^x -^Bx ., . .±iTx =0 
Adunqve sestiifuendo in qufdsta tnlrte lo radici a/^^* 

(«) 

... a? invece delia ar^ e dipoi sommando eome se- 
praj avrera» 
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F ^ AP ^ BP ...... ±z TP ss o 

Ma per dimostrare geoeralmente che una similo 
forinola hsk luogo noB solo nei CàSi contemplati, mn 
aneora in tutti gii altri, fii intenda col t^egno 

n 
£ x^ sc^^ la comma dei prodotti binarj delle potense 
n n n 
X 5 «" 5 x''^ ec. colle radici «', x\ a?'" ec. della 

/i 
proposta equazione. Similmeate Y^x x'x^^ rappre- 
senti la 80(nma dei prodotti temar) delle poteaze 
istesse colle radici, e cosi ^li seguito. 
Foogaosi primiemmente le equazioni ; 

»-i »-i »-l ('*~i) 

«' ^ x'^ -H a?"' -H ec. s^ P 



X 



-t- sf" -I— a? ' 4- ec. =: yf 



(n) TT (I.-1) 

Il prodotto sarà P 4- Sx^ :i?" =:/</* , e quindi 

P ~ AP ^ Sx' «'^ 
Foste in seguito le equazioni 

11-3 i»-2 »-a C**-^) 



a?' -H- a/' 4- a?"' 4- ec. = P 



j g.a:^ VxV^^^H-^c^^g?^ V ec, =: JB 



11 prodotto sarà 2 a?' «?' 4- S ;»' «f V'=ìjBP 
«perciò Zx' aj"=5P — So;' a?'V^ Dunque 

P ^ AV -.5P 4^ 2^ a?'a?"'- 
Continuando cosi il calcolo , die successivamente 
deriva dall' ultimo termine dalla precedente equa- 
zione, si vedrà essere ^ 
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E così di seguito fino airuUim* errniioe , che nei 
(diflferrati caFi avrà difFerente determinaziooe, cioè ; 
Kel oa§o di n^r^m, T ultimo terroifie nafcerii éal 
prodotto delle equazioni 

00 o (o) • 

r' -Ha/' -f-ir'". . . . •H ec. P 5= w» 

• «ara parciÀ eonr>e sopra tzmT 

Nei cafo di n>>in T ultimo termìiM naaaer) dal 

prodotto delle eqnazioqì 

nm n-m n-m {n-m) 

(m) 

' -. ^t'o^'V^....*; erse ±= T ; 

n sarà perciò ootne sapra ±= TP 

Kel caso di n<im T bltimo teroiiee pasaeri d«I 

prodotto delle equazioni 

O € O (o) 

a? «sV- y -*- af'^'. ..H-ec. ce/' = ui 
\n) (n) 

(ti) o ("-^-l] 

fd arreroof erriè la?'»' V". . « 4- I a?' «'V". .« 
^g=-±2mR^ iatendeodo per R il coeiBciente delli 

potemui 117 i»lla propoeta eguaaiMie m •— jtfa? 

a!i-A 
^Bx * .. '±^ rc= e , il qMle avrà nella fomoifi 
il argno -h ^e 72 è oiìniero dispari, cdUcegno*- 
fé n è Qnmero pari. 



Ver ealc#lare V ultima espressione S x x^x^'K ,.x ^ 
•a rifletti /che està «gaifiea la soaima di f|l£te l0, 

O . («-Hi) 

jw itX X • • • X 

(«)o (i»-i) (b4-.i) 

Wa (i io) il amiioro dei termioi che cQiQponfi^filo 
il òeeiHcÌ4iD^ jR è m{m^-\) , > . 4 ('' *^"*(^"T" ' ) ) ^^/Va . 

ed il namero dai termiaì che formano ciascona delle 

2 a>''ai'". . I JP ,2 x't/^'. ..X ec. ( in cai man- 

«te Ma daUe radici «W'-. «? ) è (»fi— i )(iq-a) ..(ii^l/i) 

«d avremo perciò ì'alcimo termine I;rW;.».» 
«±dt=Effiill > f la i-i«e0oata fermola od caeo d 1 n < «» aarà ^ 
(n) (n-l) (11-2) («-3) 

f inaltnantiif fiOModd m±^ ia loego dii»^«iello.«teik 

jD «aakigo dlao*^ riinlieràa £ ai jdT^; 

nok è iifìk aekniMo ()er la aóoerka dUia acoMUi 

deUa potmM «agatire iP 3 ma non tessa di èsaeHa m- 

£a anche nel oasD di n fraucoariofosìtiivo^ o negativo^ 



/ 
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Facciasi ancora T importante osaervazionc , ci» 

(a) (m) 
te «Uno data le somma P , P • •• P delle radici 
di una lallazione di qualnnque grado ai, e «ano 
incogniti i coefficienti di lei, si poiranoo formar* 
per mezzo dèi pregente problema le equazioni 

P^A , P ^ AP ^ fiS 

(3) (-2) {m) (mi) 0/»-a) 

e da queste dedurre i valori di tutti i coefficienti 

£, c.i.r P^'^ P-* P"^ 

142. Teor. 9*. Nella • equazione m -HOf -4-a?... 

a P . 

-HO? 4-.«4-«i=o resultante da x — 1 =20 aia 

p nomerò primo', e sia j? — i risoluto nei «noi fatto- 
ri p^imi ahcd ec. La risoluzione della Proposta 8Ì 
riduce a risolvere una equazione del grado a , altra 
del grado h , altra del graéo e e«. fino al minimo fatto- 
re 3, che formerà F ultima equazione di secondo" grado. 
Abbiamo già dimostrato (loi) che nella equa- 

p _ : 

feione a?— l t=±o, supfiosta fls una delle radiot di» 

2 3 ' f^l 
versa da- >, tutte 1^ altre sone a ^ fls ...flt .-on- 
de la /9nay90i/a ' esprime ancora tutte le radici di 

p • . . . ^ 

m —1 =0 se prendasi d^tsùL.là poiché abbiamo x sst, 

pq pq-^r-r r 

«d in generale ar dsi , x <=: ;r f ed. inoltre gli 
«esponenti di j;. formano i la aeiie dei nuilieri natu- 
rali 132,3 ' ..p^i ^ .9e g è una delle radici pri- 
miiiyc ài p ^ qtiesti esponenti potranno rappresea- 

o 12 p-2 

tarsi eolia serie g 9 g 9 g * " g 9 Laonde la pra- 
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posta, secondo l'usato mudo di scrivrre preijderà 

questa forma S p 2 

l^(i)^(g)^(g) ^{f )=;o 

Decomponendo/? — 1 nei due fattori a^'^ dei quali 
m è primo, e é' o primo òVvero il prodotto d'altri 
furtori primi \ e rappresentando al uolito con {b'^\) 

il periodo (i) -h (g ; Jt-{g )••••+- (é' ) 5 la 

wmma cfei perfWi (A', 1 ) -i-^'^é') -*- (* sé^ X*r,(ft> ) 
e^naalierà a norma deiTar tirato i36 la somma delle ra- 

dici (1)4- («^)H-(^),;h;(é^ )=— 1 

Pertanto se facciaoK) il prodotto {x"^ C*'»^)) 

a 1 

X(r-(*» )X (y-^i^^e ) ) « e , avremo 

lina e(]uazioiie del grado a cbe. comprenderà tutte 
le radici d^IIa proposta disposte in. diversi periodi^ 
e questa efjuaztoné sarà in geu^ral<i 
a a-ì a 2 ai • 

Per determinare \ ooeiBciénti U^C,* T si fa#^ 
eia oso del precedente Prot^lemaj e^àrà- nel nostro 

(a) ' fl .'%■".■ a-\ fi 

^.oP = -i/P=(*'3i)^i',^)...4-(J',^ ), 
(3) 3 3 a-i 3 

P =s(*',l) -t-(A^^) ^{h\g ), od infine 

(«) a a a-i a 

Ma pel Teor. fi*, puè oalcoldrri primiefaniente 
2 
(*', 1) , e ridursi alla forma AV -HrfX*'.l)-^^"(*^^) 

^A^'Xb'.g ).\...^r{b\g y. Carnbiinàa in V|u^ 
•la {h\A) in (&',#), (^V) 5" (^'»^ ) «•• «ivreino U 
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valore di (^\g) , e nel loodo istesso ooo andoglif 

oangiamenti si eliterraaao ioun^diataiiiedce dal pri- 

a Sa o^ 2 

mo (y,i) fotti gli altri prodotti (b\g ) . . {1/^ ) 

Bsegnito tatto cii| e considoraudo ehm a Dorma 

a o 

dièir Articolo l3o abbiamo (f )c33(f ), e par con - 

legMma {g ^xm^g ) resta endaate che; 

a 3 

. . . l , . • 

{Ab'^AXb'g )^A>'{y,\)^A"(J,'gy.'^F(p[t > 
Sommando i termini del saèoodo nerobro diqud- 

(b) 
la equazione avremo P i ovvero i— ^a5=ayrf^'— • 
(*f'-f--4''-f-2Ì'"^. • -Hf^ )^ ^ di qui il valore deter- 
minato del coefficiente B> 

Similftiefite a nòrsia del citato iTeor- 8*. potraner 




3 



trovare il valore di (&\i) » 6 ridurlo alla iotvam 

1 

ata serie si dedurranno come Scipra tutte le altrer 

(3) 

analoghe » che c^tu jicono il valore di P 3 e trcH 

(3) (2) 

▼eremo P , ovvéro — P -♦- B w- 3C = ft'a*' — (B"^ 

B'", . . -H V) , donde sì ricaverà il valore da» 

miiurto 4el coeffióente 0^ 



9t Ai.*B«mA p/^9 

6oiiiiatiandò il calcolo collo steaso metodo §i 4fi- 

(4)(ó) («) 

termioeranno P , P , . . |. .P 3 e da queste qu^a* 
tità £Ì or terranno i ooefR denti tutti D , £ ... T dfell' 
equaa&ione forinata di sopra del ^raiio b. 

8e b^ non è primo , ma avvero £=: 6c^, e sia i 
fattore primo di /i-«-l , e d' o ^rimo ^ ocompi^^to di 
fattori primi, potremo risolvere tatti i valori di ^ in 
Bìì ntoiero ft di periodi, ciascuno dei qnali contenga 
nn uumero e' di termini a norma delTArt. iSg, 
ed avremo; a Qa 4(&'t) 

^=(ftc', 1 )S=(C', 1 >HC> )^€f,g ) . . . -K«'-* ) 



(Jc> ).=Cc'^ )M-(e'^ )^(c'.^ ) . . .-Kc ,^ ) 
Facciaà adesso ii prodotto («— (e', t ) ) X (-^^^^C^* 

e ))<{z^{d^g ) . : . . .XC-JJ— (c^^é' )=o e risalta-. 
rà r e()uazioi)e dei grado b 

b b^X i-2 *-S 

-e — '^'j2 -H Bz "^Cz .ztsfT'Bs^ «> 

Ban^meotandosi che secondo il precitato artico* 
lo abbiamo in questo caso 

ab asfb (€''l)ab 

(</.., ) = (i)V(é')+-(ff )....-t-U )i 

ab^n n 

e che in generale (</^ ) =s= (c'^^ ) , «l troverà 
a aorma del Te or, S . 

a ^ ab'X 

(c'^>^c'-t-^'(c',^)4-^"(c',^)H-^'"(c',#).-Hn«';#; 



« 



S44 Piìtirèxpf. 

£«a 20 2a-f-i atf4-ft (OO-l) 

. .. +- f^ip^e ^' AduuqueP , ovvero/ — 2^8 

ti 

'yQ?c',g ), dalla qu«lo equazione ricaveremo il valore 
deLertiiioato del coeffiriente B. 

Collo steséo processo di calcolo si determixieraD'" 

34 b 

no primieramente i valori di .(c',i) , (c\i) . • . fc', 1) , 

(3)' (4; (« 
dai quali si otterrannp P , V ,•...•. P . i e da que- 
sti i coefficienti tutti Cy !)..- T dell* equazione di 
eopra del grado b. 

Se anche e' non è piimo, ed abbiasi c'== ed* (po- 
sto e un fattore /;ri/7io di /7 — l^id^ o primo , o com- 
posto di primi ) putieujo risolvere tutti i valori di 
z. in un numerò e dì periodi, ciascuno dei quali 
conterrà un numero d di termini. Preea di poi una 
naova incognita u , e fatto il prodotto di (u— (J',i)) 

ab 2ab aùCc-l) 

y<(u—(d'^^ ) ) X (u^d\g ) ) • . .X Cu --d!^ ):^ 
risulterà T equazione dei grado e 
e C'\ e a c-3 

f^ ^.^^^ -4— Bu — Gù .... ±= r= o 

abc Q.abc 

Abbiamo in questo caso (J',i)==t; O-H-'g' ) H-^^ ) - 
àbc((Ì'l) abc-^n n 

^(g ) , ed in generale :d\g )=(d\g ;. 

Con tali dati, e colla scorta del Teor. ^^ ci con- 



(a) . •*' 

dnrremo al Talore di P , ovvero 2 — 2^=3^^ 

'^Vifii^g )> dalla quale eiyaaziopo rosu^ril .de- 
termiiiato il coefEcieate B. 

3 4 

Calcolati m aegiuf» i valori éi j(4»i) yX^»'^) •• 
o (3) (4) 

r« (42^,1) » 81 avranno da questi i valori di P p P. . 

; .P , e quindi i coefHcienti tutti Q^ D. ..T, 
deir equazione precedente del grado e 

Cosi progredendo finché vi 8Ìeno fattori .compo- 
«ti , BÌ giungerà ài minimo iiatore 2 , che necef« 
variamente dee trovarsi fra quelli di p— -1 nume- 
ro pari. :5upponefido ^'rs2, sarà p^— l=i2aAc, 
e perciò / ?— 1 ^=^bc. Succederà adunque in questo 

2 iìbc abc{d!^\) 

caso che la serie (l)-H(g' ). .4-(fir )=;frf,l) 

si arresterà al secondo termine , ed .avremo recjoa- 

Eione i})^i^€ ^ )==*(**i) 

Ma per naturn della radke primitiva H termine 

g deve avere ub rei^o maggiore di 1 » che npn 

puè eccedere p—i. £ siccome il prodotto {g -1} 

(^ ^4*1)2=3^—1 è multiplo di p9 come è stato 



346 f i i i e I fl » 

difDOfltrato all^Art.|23, « frattanto g — i non 
può tBéero iDoltiplo di p, perchè in tale ipotesi il 

resto ài g sarebbe l , conriene che lia multiplo 

€1 p ì altro fattore g h-1 : perci<i i[ resto di g 

p-i 

WBLTÌLp — 1. Perraoto re<{ua]&ioae (i)+-(gr " )="(->') 

•i cangerà in (i)-h(^—i)=(2,i), ovvero x4-» 

P'^ P 

=(2,i)» Ma ap = ,r = 1 , dunque x-^ l =(^4,0^ 

e quindi T equazione finalf; di secondo grado 

2 
a? — ( 2,1 )a; -h- 1=0 
Ed ecco determinata :r da una equazione di se- 
condo grado per mezzo dell* incognita u di cui un 
valoie è (2,1). Questa incognira dipende da z per 
una eijuazione del grado e; l'incognita t dipende 
da y mediante una equazione del grado >, e fi- 
' nalmente P incognita y è data per una equazione 
del grado a^ lì che ec. 

A|>pUchiamo questo Teorema alla risoluzione di 
tre equaztuai, e iiia primieramenre proposta a ri* 
folversi • ^7 * 

X — i =3 o 
Una delle radici primiiii^e del 17 è il 3: i fat?- 
tori ab' di 16 Tono primo T altro composto sono 
• 2X&- Abbiaino pertanto 



2 l5 

1^(1)^^(3)4^(3). ..4^(3 ) = o 

24 14 

feci il periodo (8,i)=:(i)-t-(3 )-+-<3) 1-(3 ) ia- 

•ieme coi periodo ( 8 , 3 ) formano tutta la §erim 

2 13 

(i)f-(3)4-<3) ...-f-f3 )=-^ r ; cioè la «om- 
nia delie radici della Proposta esclusa T unità. 

11 prodotto (r— (8.0)X(j^— (M))=^0 dù l* 
e<]uazione di secoudo grado 

2 
X -H-^4-iB = 

In questaitcoefHciente ^=^8,i)X(8i3) potrebbe 
«calcolarsi direttamente col Teor. 8. Ma per vederti 
anche nei casi più 8*$mplici T U80 del metodo spie- 
gato di Bopra, che è il più comodo quando L tra^ 
lori dì jr sono molti, e b' è numero grande^ co* 

2 2 

mincio dal calcolare (8^1) =(8j2)+-(8,3-Hi)+-(8j| 

4 «4 

3 +-1) . . . . H-. ( 8, 3 -4- 1 ) =58 H- 3(8,1) 4-4(8^3). 

Perciò A=i ^'A'=S , ^''=4 , A'''=^o . ... r=so ^ 

e la formola P , ovvero 1 — Q,B=:xAaV — (/<'-f-^'^ 
•^y^"'...-h-/^) diviene 1 — zB^^ìS — 7, e quindi 
JB:=s«^4* Adunque T equazione di secondo grado 
completamente determinata è 

2 

jr -^f — 4 = <^ 
Decomposto &'=8 nei due fattori Ìc'=:2X4 ^^'^ 

2 
sulta iì periodo (8,i)=:(45i)-t-(4»3 ); ed il prodot- 

2 

to (z — (4,f) ) X (*"^(4»3) )==o dà pure una eqùaf- 
ibiune di secondo grado 



Pep determtoare B abbiamo ia questo osto (4#i) 

4 ft 13 a . 

*<l)-f-(3)4-(5)4-(3 ), a trtvéiwno (4*1 ) « 4 

^^ « (4>3) +^ (4,3 ). Ccftirfdertndo poi ch^ (4,* ) '- 
«ppartieno d yM^ioifo (8, i) , • (4*2) al periodo (8,3), 

arrerao nella forinola j^ — a5 « Abd -4- -rf'( Ac',i ) 
^ji"{ic',g) ec. il coefficiente -rf=si 3 >^'=i * w*"=a) 

e ttitti gli altri uro : perldchà j'— 3B=3a-4-(8,i) 

4-2(8,3). Ma trovammo giH r^C^^O^®*^ 
3(8,1)4-4(8,3), ed (8,i)4K*.3H—W duiiqoo 
«ófttitoendò, e' ridacendo «afa ^«s— i, e T equa- 
■ione precedente del «ecoado grado farà così do- 

ftaninata» 2^ 

X — (8,1)5—1 a=o 

iMsciòko il fattore c'=4 nei dne cJ'ssftXa "- 

4 
resulta il periodo (4,i)=:(2,l)-Ki2,3 ), edilpro- 

4 
dòtto (tf--(a,i))X(^— (2,»)j=ao dà pnrooneqaa- 

ìsiono del seeotido grado 

a 

U — (4,l)ll-4-iff=Si:0 

Per determinare JB abbiamo eA^rn» (a,l) = (l) 
8 n 6 

4-C*) , e troveremo (2,1) =s24-(2,3). E siccome 

e « 

(2,3 ) appartiene al perìodo (4,3 ), avremo nella 

a • ^ 

iormola z — 2B^4a'^A\cd\\)^A''{cir,g )4- ec 



i] coefficiente ^ssi, jitf''=:i , o tutti gli altri zer^t 

per )o«ehè ,r»^^JScs=4^(4y3 ) . Ila trovammo qui 
a a a 

aopra £ «(4>yNi>«?w44-a(4,3)-H(4,3 ); donqu» 
aoatituendo , e riduoeudo sarà B s=3 (493)> ^d in eoa- 
sègueuM a 

' u — (4»^)w4-(4«3)=o 

Abbiamo infine il periodo binario («,i)r=:(i) 
8 8 16 

j^(Z )i o perchè (3 )=3(t6) sarà (3^l)i«M-Hap 
^zrsx-^ 1 , e quindi l'equazione finale di secondo 

le' 
grado a 

jc— (a,l)a:-f-l=:0 1/ 

' Ecdo duntjuc la risckuzioiie dell' equazione x ^^t 
r=o ridotta a quella delle quatUro equazioni di «e* 
condo grado ^ 

a 
li ~(8,i)z— laao- 

a 

ii. —(4,1) iH-(453)«»o 

a 

Sia io secondo kogo proposta m risolversi V equa- 

alone a: ^— r =>'o 

Una delle radici primithe del 19 è il a. 1 fat- 
tori oA' del 18 sono 3X6 1' «no ;ww«> , F altro com- 
posto- Abbiamo pertanto 

a 17 

i-4-(i)-t-(a)4-(a ).j.. -H# )=o 

3 6 i5 

ed il ^riodb (6,i)=(i)-^-(a)-^(a) . •- -H(a ) in. 



aieme coi ^riò^' (6,2)h-*(6,ì) formano tutta la se^* 

rie (i)4-(a)-*-(2)...-f-(-2 )=•— 1, cioè la som-' 
ma delio radici della Proposta escluia V unità. 

Il prodotto (y^(6, i ))XCr — (6,a))X(r— (652))==o 
dà Tequassione di terao grado 

3 2 
^ -1-y -+-B/ — C = o 
Per determinare B si cilcoierà primieramente 
2 2 

(6,1) =:6-v-2(6,i)-+-(6,2)-h-2(5,2)-i-2(6,2 ), c quin- 
di coi metodo già dimostrato , ed applicato alTesem- 

pio precedente troveremo I' , ovvero l— 2JB=3i8 
— 5=12 5 donde rifulta B==: — 6 

3 
Similmente calcolando (^^O =: 12 4-* 14 ( 6,1 ) 

2 3 

-H 11(6,2) +-9 (6j2 ) ne dedurremo P > ovvero 
*— i3 — 6 f-iC 9=2^^-54=2; e quindi C==7. 
Onde r equazione precerieiite dei terzo grado sari* 

3 2, 

Bisol vendo ^=36 uei due. fattori bo^ =3Xi» ri- 

3 6 

sulta n periodo (6,1 ^=(2, 1)^-^(2,2 )-K^^ J>^ 

3 ^-^ 

ilprodotto(z— (23l))X(^— (2,2 ))X(*— (2,^)) ==• 
dà pure una equazione di terzo grado. 

3 2 

^— .(6,i)z 4-.j9z— C=o 9 

Per calcolare S si rifitJta che (2,l)=(l)-+-(2)5 



»i Allibra iii 

onde (2,1) =2 2-i-(a,2), da cui ricaveremo P 

ovvero (6,1)— 2JB=6-t-(6,a). Ma trovammo già 

2 2 

(6,1) =6-h-2(6,i)-H(6,2)-f-2(6,a ) , dunqne so- 

a 
•tituendo e riducendo resterà J?=(6,l)4-(6,a ) 

3 
Passando a calcolare (2,1) si troverà essere 3(a,t) 

4 (3^ (a) 

H-(2,2), e di qui P , ovvero (6,l)X(^ — '-B)H-3C 

(2) 

=3^, 1 )-^652). Sostituendo quivi i valori di P , 
e di JS, e riducendo, si troverà C=5:2-h(6^2), e la 
precedente equasme di terzo grado sarà 
3 2 2 

Z — (6,l)JB-4-((63l)H-f6,2))«— 2— (632)=ao 
Koiì rimanendo a considerare se non il perioib 

9 

binario ( 2,i;=(l)-H2) =<i)4-(l8), potremo de- 
ci urne r equazione finale di secondo grado 

2 

Così la risoluziene deir equazione x -—1=0 è 
ridotta a quella delle erjuazioni 

3 a 

^ -^jr — 6y — 7e=«0 

3 2 a 

z — (6,i)« +-^(6,1 )-j-(6,2 )\ z — 2 — (fiyiyssao 

X — (25l)a:-Hl==0 3l 

Sia infine proposta a risolversi l'equazione x -i=s:e 



Un^ delle raiid primUiye del 3i è il 3 : i fattori 
f9^' del 3o loiio dX^t^^uHidi ^ elle sark ^'^ 

a 29 

5 10 sS 

od il ^nioiio .(6,1) ì=s(1)-h(3 )V(3 ) r- • -h(3 ) ìnaife*, 

234 
ma coi /wsrnwlf (€,5)h-(6,3 )-h(6^ )-K^ ^ òomprwi^ 

2 29 

49 .tqtta la ierte (i)^-(5XH3 )...4-(3 )=— i, cio« 
la somma delle radici della Proposta eBcìum Ttinità. 

4 

Il prodottoci— (6,1) )XCr—C6,3)).,.Xj>'— (6,3 ))=i=o 
dft l'equaftione di quoto 'grado 
• 5 4 3 B 

Per determinare tt si troverà primieramente (6» l ) 

34 (a) 

ri^l 'g(6,i)4-3(6.8)-+^6,3 ) doade si 4edo«6 P , 
ovvero i — 2B=3o— '5^^=2:5 > ed in conseguenza 

Troveremo wmil<iienfie<6,l) 5=si£c»f-l5(6,i)-t-6 
234 
(6,3)4-3(6,3 )"H8^. ) +- 2 C6s3^ , donde rìcaTere- 

(3) 
no P , «rvar» — .a^*— 12-HSCs=a6o— 34=J^6 , 
e quindi Cs=s2l. 4 

Avremo in seguito (6,1) ^=90-1-60(6,1) +* 24 
a 54 

(6,3)-+-28(6,3 ) -H43(ej3 ) h- 46 (6^ ) , donde «i ol- 

tiene jP , ovvero •— a6 4- Seo ^— 21 *— 4 ^^ ==?45^ 
^^ 201 =ra49 f e <^BÌadi ^ss 1 



Infine «vreoia {6,\) =;36p-H34^(6|i)^dl5 

a ."5 4 

(€,3) 4- »93(6,3 ) -H fl64(6,3 ) -h 222(6,3 ) , doQd# 

«i ottiene P , ovvero — a49-H3i2+-5a54-i-Hd-B 
=s 1 Hcc— i a36c=3564 9 e quindi £=i — 5. Perciò 
r«<|iiasioae di ijoioto grado' eouncUta di sopra sarà 
6 4 3 a 

Decomposto il (6,1) nei tre perhdi (2^i)h-(ì^3 ) 

10 5 

4-(3,2) > e fatto a prodotto («— (2,i))X(«~(2,3 )) 

X'-^(2s3 ))^=^o risalta Tequaiione di terzo grado* 

3 2 

£ — (6a)z -4-JBr — C=20 i5 

7er calcolare B si rifletta che (d9i)=:(t)-H(3 )» 

a 9^ (2) 

onde (2^1) =24^(2,3 ), da coi ricaveremo P , 

2 4 

ovvero(6,i)— 2JS = 6«h(6,3 ). Ma trovammo già 

a ^4 

(6,1) =64-2(6,1 )-*-2(6,3 )-4--(6,3 ), dunque «o- 

3 
ttitueujdo, e ridoceodo resterà j9=:(6,i)-h(6,3 ) 

3 
Passando a calcolare (2,1) si troverà =:3(t3i) 

(2) (2) 

.-\- (nJS) , e di qai P , ovvero (6,l)X(P — Ì3)+-3C 

(a) 

^6»i)4-(6,2). Sostituendo quivi i valori di P , e 

4 

di ^ 9 e ridoceodo , avremo . C ss 24-(6,3 ) , e la 
precedente equazione di terso grado sarà 

23 



\ 



i5 

Pervenati al ;wrf aJ» Unmo (6,T)ea(i) ^-(3 ) 
=3^1^4^(30) potremo dedurne Te^uasioae fiuai« 
dì secondo grado a ( 

31 

Così la risoluzione dell' eqoaeion^ of •^l-ziiso è 
ridotta a quella d«Ue eqttazioni 

3 a 3^ .4 

^ -.(6,i> +-((6,1)^(6,3 ))*~2-(6,3 ):^c 
2 

143. Si dimostra in Geometria che la divisione 
della circonferenBa dei cerchio in un nomerò p di 
parti eguali dipende dalia risoluBionedeli'ecjuaBtO' 

ne a? *— 1 = o« Adunque se p sia numern primo , 
e /^-^l resulti dal prodotto dei fiitteri primi ahcd ec^ 
la enunciata divisione pottà ridursi colia scorta del 
precedente Teorema alla risoluzione di an equasio- 
ne del grado a, d'altra del grado b, d' altra del 

n 
grado e ec. Che se abbiasi p — i=:a, la divisione 

n 
medesima in un numero primo a -f^ 1 di parti egoa* 
li potrà eseguirsi con una costruzione geometrica 
di secondo grado. Il trattare questa particolare^ e 
kellissima applicazione del Teor* medeMmo mi por* 
terebbe fuori dei confini del soggetto di questo Lì*. 
bro : ne ho dato un esempio per la divisione della 
periferia in 17 parti eguali nei miei E|pni«Miti di 
Geometria stampati in hi^aa T Anno 1^16. 
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»,^ . ckwnnU inco9ipl!ete.ipen»a peripHo P'ag^ 63 

Zf..*WfOi.L»* f|«;;i^^l;ro Operazioni «a lé fra 

Cap. IV. 41g^rif^ù,JkUp m^ tètieraU ^69 

4] 45. .DeOiJMWnp, diftll A lg«bra. àpièga- 

nsjooa^deiwsegpi , dei coefficienti ec! w i^* 
4fir 47. Sommo , e i»ol:frÌM5Ìónft algebrica s> 7^ 
A/?pticù^i<^n0 delta somma ^ e soiirazio- 
ne alg^rica alla ri sol azione delle èqua - 
i ,^ zhni di jn'imo grado. w 7"' 

48. 49. l)efipi«ion« delle equazioni. Spìegazio- 
. Rtì di ciò ch«^ loro appartieatj. Risolu- 
»Ì4)iie delle epilazioni di primo grado 
.ad una ^ ed a più ipcogoito w 77 

tto. Moltiplica Algebrica " ^^ 

ò\> SpiegaaioTie della parola dimensiona ap* 

plicata ai termini AÌgebrioi » 9^ 

52. I prodotl^i algebrici sono sempre gli 
«reasi qaalonqoe sia la permutaaioìie 
dolle rjoantifcjì da cui sono formati . ^ gh 

53. Alcuni utili teoremi di mostrati colla mol- 
ti plica» y) 9^ 

54- 3\J^todo per compire il quadrato ^ ed il 

. cìtho » 9^ 

55 Ppri,ti'>l6 d«I quadrato^ e del w&o di un 

i. pnlimymìo » *Ó8 

56. Di^tision'? Algebrica fn y^ 102 

57,^ Alcune riflessioni sulla divisione di x —1 

per a:**-- 1 ,j lo6 

.58r59. Cosa sif^nifichino 1* esponente nega- 

)tÌTo , r espoi^cjci^te fraziona rio ^^ 107 

•o.jCome debl)a inten^rlersi la frazione cìiè 

ha per denominatore il zero, e ffuella ■ 
y ^ ,, flv^lphn^ per nnineratorcj e denominatore^ 109 
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$61. Frazioni Àlg%hrkh$. £f «Uùra loro /im« 

fcoJo per «olifflarie ^4iigr. « iiii 

62. Algoritmo ddie frasìooi Algebriche ^ ii5 

63. Quantiià radicali , ed immaginarie * JNa« 

tiiiii dei radicali 9> 116 
64* Due reorrim aulia moltiplica •dei Men^- 

mj radicali ^ mS 

65. AlgoriciDO dei radicaìi ^ 11.9 

66. Come poaaaoo cteiatere le quantità un- 

ìMOginaria k ^ 126 

67. Modo di esprimerle per maggior chia- 

rezza del calcolo yy 

68. Algoritmo rielie qaaatità immaginarie fj 

69. Eurazione dMa Badice quadra » e della 

cuba ^ 

fo. Eiatraziode della radice quadra., e cuba 
d«i Mànmmj „ 

71 ••«•74 Metodo di estrarre la radice 
quadra* Sua applicai&ieiie ai numeri 
con opportune osservazioni ^ 

7^ . . • 77. Estrazione della radiee quadra per 
apj^ro08ÌHìjBzione dai numeri intieri, 
e frazionar) ^^ 

78.79 Metodo di esfrrarre la radice cuba. 
Sua applica/iìone ai numeri . y^ 

80. 8i« Estrazione della radice «uba per ap- 
prossimazione dai numeri intieri ^ e 
frazionar) ^ 

82« Estrazione rifalla radice quadra 5 e cuba 
dai polinomi algebrici ^ 

Gap. V. Teorica delle equazioni di primo gra- 
do e tua appLicazione alla risoluzione 
dei Problemi ^ 

83. . . 91, £(juazioni di>quoro, ovvero Pro- 
porzionL lie^ole che ne dipendcaio^ fé 
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$ 9!2« 93* Frobleroi di primo grado. Regole 
di faina po8MÌoiie sDnipIice^ e oompo* . 
sta applicata ai medeHimi. Pa^. ^ 169 

94* •••-9b. Metodo generale pef la risolusio- 
. oe delle E'}a«zioni di primo grado a 
piò incognite^ e siui Applicazione 9> 184 
Gap» VI. Misoluzionm Algèbrica délU equazio- 
ni di smcomdo^ ierso, # quarto gradofy 204 
99, Aleane proprietà generali delle l!)(juaaioni^ ivi 

100. )oi. KisK>luBÌone delle ef}uaaioni di se- 
condo grado ^ e delle «tenVa/iVa del se- . . 
condo grado ^ 209 

io2r Metodo di tiogliore' il secondo termine 

dalle equazioni di 3*. , e 4** grado 99 222 

lo3....lc8. Risoluzione delle equazioni di 
.3*i grado. Lsa me del caso irriducibile , e 
Ài altri casi. Duo Problemi di terzo, 
grado 9) 224 

109. Risoluzione delle equazioni di quarto 

grado. Problema di 4^ grado ^ (^9 

Gap. VII. Potenze^ e radici ^ 2ÌÒ 

lio. Kiilessioiii sullo sviluppo del binomio 

{x-^a) allorché m è numero intiero, 

e pusitivo* 99 ivi 

111. Dimostrazione generale delia formola 

per elevare un binomio ad una qua- 
lunque potenza ^ 2^6 

112. £s tensione della stessa formola per T 

elevazione di un polinomio ad unaqua- 
lunqae potenza 9> 264 

11 3. Metodo per togliere nn termine qua* 

lunque da qualunque equazione 270 

ll4« Estrazione della radice di qualunque 
grado da un binomio per approssima^ 
■ione 9) 271 
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§ 1 \S. SviluppuiMto in serie di {a*\-b^ — i) 



±r (tf— V— i) Pag. » 2^5 

li 6. Bifloluziooe (li aiolte equasioai di tutti 
i gradi colio «tesso nieUKlo outo per 
t]t\A\^ del terso gritdo 9» 279 

Gap. Vili, (^uantuà tipoMnztali » e Loforiimin 2b2 
1 1 7. Notizie preluuioari sa i logarUmi d ivi 
1 1 8 Spiegasioae del sistema dei legar iimi f^ 284 
]ip. AÌotodo per ridurre i logariimi caico- 
lati per una base ai logaritmi da cal- 
colarsi per altra ^ns. Xieiiuizioae ilei 
tnodìilù X % 2^9 

120. Risoluzione deir equazione a z=:.y dalla 

qoale dipende il calcolo dei /o^^itùiaì 99 290 

121. Applicazione dei logaritmi alia risolu- 

zione di alcuni probieini, 99 2^5 

Gap. IX. Alcuni Teoremi, e Problemi Aritmeticiyy 299 
12% Teurema l^ Se p sia un numero as- 
solutamente primo. ^ eiH>n submultipli} . 
delia somma dei numeri 



> P 
la differenza (a-f-fr-^-c-H J-*-ec.) 

P P P P 
— (a4-6-H6*H<'-f-eo. ) sarà naul- 

tipla di /9. 91 ivi 

123. Se on numero qualunque A non è mul- 

p^ 

tiplo di ;? , la sarà A ^^x* Osaer Ta- 

zione su questa conseguenza* y^ vn 

124* Teor. 2* essendo ^ numero /irimo e 

non submultiplo delle cognite ^ , r il 

2 a 

trinomio « -f- ^j^ 4- r può sempre de* 



36i 
terminarsi in moJo die sia multiplo 
di p Pùg^ w ^^® 

$ 126. Te^r 3^« Il prodotto di un quatunqae 
namero di fattori , cinscano ilei quali 
sia la somma di quattro quadrati / for- ' 
ma sempre la somma di quattro qua* 
drati. 99 3c2 

126. Teòr. 4*« Qualunque numero ò è 'an 

quadra t!b, o comprende la somma di 
due, ^dì tre, o di quattro quadrati 
al |)iù. 9) 3^4, 

127. Problema l\ Decomporre qualsivoglia 

numero in quattro quadrati al più. yy 3c8 
1128 Frob* 2*. Determinare quanti sonai nu- 
meri positivi minori del positivo ny* . 
maro A, e primi con esso 91 Sia 

1S9' Teor. 5*« il numero resultante dal pto- 
dotto 1. a. (. e. • • . (^ -*- 1 )±=l , i di 
cui fattori a^ & , e • . • ,jif^^i sieno tutti 
ì minori e primi con ^ è multiplo di 
A* De^ prendersi il -1- 1 nel caso di 

A^=s% , ovvero 2 ; e nel caso di A=p » 

n n . ^ 

ovvero p , ovvero Qp , denotando p 
un numero primo diverso da 2. In tut- 
ti gli altri casi dee prendersi il — Lh 3i3 
l3o. Teor. 6*. Nella serie delle potenze 
ò 1 2 3 

a ^ a ,a,aec. se ciascun termine 
si divida pel nnmero p primo con a ^ 
i differenti resti di tal divisione inco- 
minciando da 1 debbono tornare i me- 
desuni, e collo stesso periodo dopo 
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no termine a , in cui /<rp« E <>« inol- 
tre p è iiamero asfolutamente primo , 
sarà ^=3^-— 1, ovvero ii;i&inii/ri)Di2o di 
/>— i. /V»^. w 319 

$ i3i. Metodo dì trovare apeditamente il re- 
ni 
cto «della divisione ^di a p^r p primo 
con a essendo MO omero grande (|a.io 
to fi voglia. n 320 

33-2. Definizione della riubV/* ;7rfW/ /Va Ssem- 

pio del 2 radice primitiva del 19 n ^^' 

l33. Teor 7^. Supposto iiiiamero a una dt%l 
le radici, primiiii^e del nomerò primo 
p, ed il numero h minore, e primo 
c7on /9*-^l, il re£to r della divisione 
h 
a sarà ancora radice primitiva di ^ 99 322 

l34* 1-e radici primitive di un numero ^m' 
J7/0 p minori di ^9— «1 sono tu n te quao 
ti 1 numeri minori , e y^rimi con ^«— l ^ 323 

i35 Frob. 3*. Trovare una delle radici pri- 

miriVe di qualunque numero primo /i 9) ivi 

i36. Applicttzfone di quento f>rohlema alla 
ricerca delle radici primitive di 3i. 

l3j'. Definizione del periodo^ sue propri^à, 
e modo di annunziare brevemente il /'o- 
riodo ed i suoi termini 99 Z^f 

l38. 1^9 Consego^nae sulla s(*"<ms'» m^t feria, y 33o 

140. Teor. 8^. dUc insegna amoltiplioaredoe^ 
e pia periodi simUi , od nitri princi- 
pi im[>or tanti 99 33*2 

141 Prob. 4^ Trovare una formo la , che per 
mezzo dei coefficienti A ^ S ^ C- - . T 
di una equazione qualunque dia la 
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sime 
somma dellt ''poteose n delle sue ra- 
dici Pag. ^ 336 

p-l p-2 p^Z 
§ 1 ^2. Teor. 9*. Nella equazione x -h ir -h x« 

...-H« -H« -Hiz=30 resultante da 

P 
«J--1 =o sia p numero primo, e 

sia p— *l risoluto nei suoi fattori pri'» 
ini abeà ec. La riéolusione delia Pro- 
posta si riduce a risolvere una equa- 
zione del grado a, alt radei grado b, 
altra dei grado e ec. fino al minimo 
fattore 2 , che formerà V ultima equa- 
zinne di secondo grado. ^ 34^ 

Applicszione di questo Teor. alla ri* 

soluzione delle equazioni x ^-^ i =s O5 
19 31 

K — -l=:o,cr — 1 =20 . ^ 346 

143* Cenno suirappUcazione de Ho stessa Teor. 
alla divisione della periferia del cer- 
chio in parti egnali. ^ 354 



